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PRZED SPOZYCIEM

Niniejsza ksigzeczka powstata z mysla o studentach bawigcych na wyktadzie z teorii
wzglednosci, ktéry prowadzitem po raz pierwszy w 2001 roku w Szkole Nauk Scistych
PAN (zasymilowanej p6zniej przez Uniwersytet Kardynata Stefana Wyszyniskiego), a w
kolejnych latach na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Pisana byta rowniez z
nadzieja, ze okaze si¢ przydatna dla wszystkich zainteresowanych samodzielnym studiowa-

niem teorii wzglednosci od podstaw.

Wyktad ten zostal spisany po to, zeby po zakonczonej lekturze Czytelnik na dzwiek
zwrotu ,,przyblizenie nierelatywistyczne” robit sie nieco markotny, bowiem teoria wzgledno-
Sci jest nie tylko zadziwiajaco prosta i intuicyjna, ale przede wszystkim niezwykle ciekawa.
Nie potrzeba zadnej wstepnej wiedzy, wszystko, o czym tu mowa, mozna zrozumie¢ posia-
dajac niewiedze wrecz encyklopedyczng. Potrzebny jest tylko zapal, skupienie oraz umie-
jetne gospodarowanie zdrowym rozsadkiem. Dlatego szczegdlny nacisk potozony zostat na
ograniczenie do absolutnego minimum aparatu matematycznego potrzebnego do zapozna-
nia sie z wylozonym materiatem. Celem bylo napisanie i do rzeczy, i do ludzi, dlatego
z wyjatkiem rozdzialu jedenastego zawierajacego rozwazania dotyczace elektrodynamiki
klasycznej, strona matematyczna prowadzonego wyktadu rzadko wykracza stopniem trud-
nosci poza elementarne przeksztalcenia algebraiczne. W fachowej literaturze dotyczacej
przedstawianych tu zagadnien zawitosci analizy matematycznej przystaniaja czesto spore i
tak trudnodci pojeciowe. Niejednokrotnie natomiast rzeczy, ktérych nie potrafimy wyjasnic
wtlasnej babci, sami nie rozumiemy. Smakowitym przyktadem jest zjawisko precesji Tho-
masa. Z tajemniczych powoddéw jest ono pomijane w przewazajacej czesci podrecznikdéw
teorii wzglednosci (jako zbyt trudne?!), a jesli juz spotyka sie je w literaturze, to wyjasnione
jest ono przy uzyciu przybornika intelektualnego zawierajacego pojecia takie jak grupoidy
asocjacyjno-komutatywne, zyrogrupy i przestrzenie zyrowektorowe, grupy przeksztatcen

holonomicznych, algebry Clifforda-Diraca, formalizm tetradowy, itp, itd. Natomiast w roz-



dziale trzecim tejze ksigzeczki réwnanie precesji Thomasa wyprowadzone jest na jednej
stroniczce elementarnym rachunkiem wektorowym. Bedac fanem edukacji, a niekoniecznie
edukacjonizmu, licze, ze wyktad, ktory niniejszym przedktadam stanowié¢ bedzie pozywna
pasze dla oséb chcacych po raz pierwszy zapoznac sie doglebnie z teoria wzglednosci, a
pozbawionych wiadomosci z zakresu matematyki wyzszej i najwyzszej. Osoby zaintereso-
wane bardziej sformalizowanym i zmatematyzowanym podejéciem, niewgtpliwie ciekawym
samym w sobie, musza sie niestety obej$¢ smakiem lub tez siegna¢ po inng pozycje z bogatej
literatury dotyczacej tego tematu.

Wyktad podzielony zostat na dwie czesci - w pierwszej, ortodoksyjnej, znajduje si¢ to,
co powinien wiedzie¢ i rozumieé¢ kazdy szanujacy sie absolwent kursu fizyki relatywistycz-
nej. Rozwazania snuty si¢ jednak tak plynnie, ze ni stad, ni zowad, dobrnety do uktadéw
nieinercjalnych, horyzontéw zdarzen i statycznej czarnej dziury, na ktérej postawiona zo-
stata kropka porzucajaca Czytelnika w irytujacym, zapewne, suspensie. Apokryficzna czesé
druga zawiera natomiast probe dopetnienia szczegblnej teorii wzglednosci trescig, ktorej w
moim przekonaniu brakuje w sformutowaniu doktrynalnym, a ktora moze okazaé sie bra-
kujacym tacznikiem z teorig kwantows.

Za liczne pomytki i niescistosci, ktére niechybnie zostaty przeze mnie popetnione i nie-

dostrzezone, niech diabel poniesie mnie na oklep w otchtan hanby.

ANDRZEJ DRAGAN
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Rozdziatl 1
TRZESIENIE ZIEMI

W jaki sposéb wyttumaczy¢ osobie niewidomej od urodzenia, ze odlegte przedmioty ,sa”
mniejsze od przedmiotéw znajdujacych sie blisko? Zbyt trudne? Obawiam sig, ze przed
nami podobne wyzwanie. Odstonimy bowiem kulisy rzeczywistosci, nie znanej na co dzien,
jednak w odpowiednich warunkach mozliwej do zaobserwowania ze wszystkimi swoimi ku-
riozalnymi konsekwencjami. Postaramy si¢ wyobrazi¢ sobie jak doswiadczylibysmy jej na
wlasnej skorze, czyli podejmiemy sie zadania zblizonego stopniem trudnosci do zgadywania

co czuje pies.

1.1 TRANSFORMACJA LORENTZA a’la MINKOWSKI

Punktem wyjécia w naszym rozumowaniu bedzie przedziwny fakt znany z do$wiadczenia:
Swiatto w prézni zawsze porusza sie z predkosciag c. Co rozumiemy przez ,zawsze”? Chodzi
tu o ruch we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia. Na przyktad swiatto opuszcza-
jace reflektory jadacego szybko samochodu oddala sie od kierowcy z predkoscig c. Ale z ta
samg predkoscia zbliza si¢ ono do stojacego na chodniku pieszego, niezaleznie od tego jak
szybko jedzie samochod. Fakt ten jest niezwykle osobliwy, gdyz wydawac by sie mogto, ze
swiatto powinno zbliza¢ si¢ do pieszego z predkoscia rowng c + V', gdzie V' jest predkoscia
samochodu. Przyroda nie spehlia jednak naszych zachcianek i gdyby swiat byt taki jak
nam sie¢ wydaje, to bytby zupekie inny.

Zatem jesli Swiatto poruszajace sie pomiedzy punktami A i B w pewnej chwili 5 opuscito
punkt o wspoétrzednych (za,ya, za), a w chwili ¢tg dotarto do punktu (zg, yg, 28), to rzecz

jasna spelnione jest réwnanie (droga) = (predkosé) x (czas), czyli:

9



10 ROZDZIAL 1. TRZESIENIE ZIEMI

Rysunek 1.1: Dwa uktady wspétrzednych poruszajace sie wzgledem siebie z predkoécia V' wzdtuz osi .
Poczatki ukfadéw pokrywaty sie w chwili ¢ = ¢’ = 0. Przyjeta notacja (zmienne primowane i nieprimowane)

bedzie stosowana w catym wyktadzie, chyba ze zostanie wyraznie powiedziane ze jest inaczej.

V(@8 — za)? + (y8 — ya)? + (28 — 2a)® = c(te — ta) (1.1)

i zgodnie z wynikami znanych eksperymentéw predkosé c jest we wszystkich uktadach
jednakowa. Oznacza to, ze powyzsze rownanie ma t¢ sama posta¢ w dowolnym uktadzie
inercjalnym. Jesli wiec opisuje ono obserwacje prowadzone przez osobe stojaca na chodniku,
to analogiczne rownanie moze zapisa¢ obserwator przejezdzajacy w poblizu samochodem
jadacym ze stata predkoscig V. Oznaczmy wspotrzedne tego drugiego obserwatora symbo-
lami primowanymi — jak na rysunku 1.1.

Naszym celem bedzie teraz wyznaczenie transformacji wspotrzednych pomiedzy dwoma
rozwazanymi uktadami inercjalnymi. O transformacji tej zatozymy jedynie, ze jest liniowa,
bo tylko takie przeksztalcenie nie wyrdznia zadnego punktu w przestrzeni i czasie. Sta-
tos¢ predkosci §wiatta w obu uktadach oznacza, ze jesli pierwszy obserwator stwierdza, ze
zachodzi réwnosé 0 = 2At? — Ax? — Ay? — Az2, to wedlug drugiego obserwatora musi
zaj$é réwnosé 0 = 2At? — Ax"? — Ay — A2, Natomiast dla dwoch absolutnie dowolnych
zdarzen A i B (niekoniecznie potaczonych impulsem $wiatta) rozwazane powyzej kwadra-
towe wyrazenie c2At? — Az? — Ay? — Az? przetransformuje sie w wyniku zmiany uktadu
odniesienia na pewien wielomian W drugiego rzedu w zmiennych primowanych, ktoérego

wspotezynnikami beda state zalezace wytacznie od predkosci V. Wiemy jednak, ze zawsze,
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gdy zeruje sie W, zeruje sie takze c?At’? — Ax"? — Ay’? — Az%, to za$ oznacza, ze wielomian
W oraz wielomian c?At"? — Az — Ay”? — A2, majg wszystkie miejsca zerowe wspoélne.

Mozna na podstawie tego udowodnié¢, ze wielomiany te muszg by¢ do siebie proporcjonalne:

EA — A — Ay® — A2 =W = K(V)(EAY? — Ax? — Ay”? — A7), (1.2)

gdzie K jest pewna stata. Jednakze rozpoczynajac rozwazania od uktadu primowanego i

przechodzac do uktadu nieprimowanego dostalibySmy relacje odwrotna:

CA? — Az — Ay? — A2? = K(=V) (A — Az® — Ay? — A2?), (1.3)

co po wstawieniu do poprzedniego réwnania prowadzi do wniosku, ze K(V)K(-V) = 1.
Rozwazane wyrazenia sa kwadratowe, zatem nie moga zaleze¢ od tego, w ktéra strone
skierowane sg poszczegdlne osie wspotrzednych i w konsekwencji stata K nie moze zalezec¢
od kierunku predkosci, a jedynie od jej wartosci V. To za$ oznacza, ze K (V) = +1. Ujemne
rozwigzanie mozemy szybko wyeliminowa¢ rozwazajac przejscie graniczne V' — (0. Nasze
rozwazania prowadza zatem do wniosku, ze dla dowolnych dwoch zdarzen A i B zachodzi

nastepujaca relacja pomiedzy ich wspotrzednymi w dwoch uktadach inercjalnych:

AP — Ax® — Ay? — A2? = AA? — Az — Ay? — A2 (1.4)

Aby dostrzec, co otrzymany wynik oznacza zastosujmy podstawienie: 7 = ict, czyli wpro-
wadzmy tajemniczy czas urojony (pamietajac, by nie przesadza¢ z wyobraznia). Przepisujac

poprzedni wzor otrzymujemy:

AT + A2 + Ay? + A% = AT? + A + Ay + A7 (1.5)

Wyrazenie (1.5) wyglada jak rowno$é dwéch odlegtosci w jakiej$ abstrakcyjnej, cztero-
wymiarowej przestrzeni. Porzuémy na razie kwestie interpretacji fizycznej tej przestrzeni
i zastanéwmy sie nad strong czysto matematyczng. Mamy do czynienia z dwoma czte-
rowymiarowymi uktadami wspotrzednych, pomiedzy ktorymi istnieje jakas transformacja

zachowujaca odlegtosci pomiedzy punktami. Przyktadem takiej transformacji moze by¢



12 ROZDZIAL 1. TRZESIENIE ZIEMI

‘E’

» v’
» X

Rysunek 1.2: Obrét uktadu wspétrzednych w ptaszczyznie (7, z).

lustrzane odbicie albo zmiana kierunku uptywu czasu. Jesli oba uktady roznityby sie wy-
tacznie znakiem jednej ze wspotrzednych, oczywiscie odlegtosci miedzy dowolnymi dwoma
punktami bylyby jednakowe w obu tych uktadach, zgodnie ze wzorem (1.5). Inng prosta
transformacja, ktora nie zmienia odleglosci jest obrot. Obroty, odbicia, przesunigcia oraz
ich ztozenia, to jedyne transformacje liniowe nie zmieniajgce odlegtoéci pomiedzy dowol-
nymi punktami. Interesuja nas wylgcznie transformacje liniowe, dlatego, ze tylko one nie
wyrozniajg w przestrzeni i czasie zadnych punktow.

Przejscie do uktadu poruszajacego sie nie wiaze sie ani z odbiciem wspotrzednych prze-
strzennych, ani z odwréceniem biegu czasu, ani z przesuni¢ciem wspotrzednych, ani z prze-
strzennym obrotem, ani nawet ze ztozeniem tych wszystkich transformacji. C6z zatem
pozostaje? Tu musimy na moment oderwaé sie intelektualnie od zucia gumy i pogltow-
kowaé. Zostaje nam tylko jedna mozliwos¢: obrét w plaszezyznie zawierajacej o$ czasu 7
oraz jakis kierunek przestrzenny. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze samochdd porusza
sie wzgledem pieszego wzdtuz osi x, wiec rozwaza¢ bedziemy obrét w jedynej wyrdznione;j
plaszczyinie (7,x) — rysunek 1.2. Jesli przyjmiemy, ze w chwili ¢ = ¢ = 0 poczatki obu

uktadow odniesienia pokrywaty sie, to transformacja bedzie miata ogdlng postac:

, 0+ 2sind T N rtgh
7 = 7Tcosf+ xsinf =
V14+tg20 /1 +tg%0
. x Ttgl
¥ = wcosf — Tsinf = — ) (1.6)
V1+tg20 /1 +tg20

gdzie 6 jest katem obrotu. We wprowadzonych transformacjach wystepuje nieznany kat

0. Domyslamy sie, ze musi on jakos zaleze¢ od predkosci V' (wiemy na przyklad, ze dla
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V =0, réwniez 6 = 0), no bo od czegdz by innego? Aby wyznaczy¢ te zaleznosé rozwazmy
ruch poczatku uktadu wspéirzednych zwigzanego z samochodem: ' = 0. Z perspektywy
obserwatora stojacego na chodniku, punkt ten oddala sie z predkoscia V' wzdtuz osi x.

Korzystajac z drugiego z rownan (1.6) dostajemy:

x’inzzi:K:tgﬁ, (1.7)

T it ic
czyli kat 6 okazuje sie roéwniez by¢ urojony. Pokazuje to, ze mamy tu do czynienia nie z
rzeczywistym obrotem, lecz z pewnym obrotem o pseudo-kat. Wstawiajac do réwnan (1.6)
znaleziong warto$¢ tgf oraz powracajac do uzywania t zamiast 7 otrzymujemy stynne

wzory opisujace transformacje Lorentza:

v t—Vx/c?
V1-V2/c?
r = TVt (1.8)

Wida¢, ze transformacja zachowuje si¢ kulturalnie, dopdki rozwazamy uktady inercjalne
poruszajace sie z predkosciami V' < ¢. W przeciwnym wypadku pojawiaja si¢ w niej liczby
zespolone. Transformacje odwrotng mozemy znalezé na dwa sposoby: albo pomanipulowaé
rownaniami odwracajac zaleznos$¢, albo po prostu zamieni¢ V na —V. Wynik oczywiscie

jest ten sam:

t+Va'/c?
V1-V2/c?

'+ VvVt
- Viove o

Zwroémy uwage, ze w granicy ¢ — oo znalezione transformacje przechodza w réwnania,

nazywane transformacjq Galileusza:

¥ = -Vt (1.10)
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W rzeczywistosci przed dokonaniem relatywistycznego przewrotu, nikt nie zapisywal tej
transformacji w powyzszy sposob. Nie uwazano za konieczne rozwazania czasu osobno w
obu uktadach wspétrzednych. Czas rozumiano wytacznie jako pewien tajemniczy parametr
nie zwiazany z przestrzenia, a cala transformacja byla trywialna (nikt nie nazwalby tego
nawet transformacja). ,,Po prostu” o’ =z — V.

Podejscie Minkowskiego ujawnia jednak, ze czas przypomina jeden z wymiaréw prze-
strzennych. Niewatpliwg roznica, cho¢ nie wiadomo czy jedyna, jest czynnik ¢, ktory wpro-

wadziliSmy, by ujednolici¢ obraz czterowymiarowej przestrzeni.

1.2 CZASOPRZESTRZEN

Rozwazania z poprzedniego podrozdziatu prowadza do niezwykle ciekawego wniosku: czas
i przestrzen nie moga by¢ traktowane niezaleznie. Z tego powodu wprowadza sie w teorii
wzglednosci koncepcje czterowymiarowej czasoprzestrzeni. Zrozumienie tego pojecia po-
zwala oswoic sie z przedziwnymi wnioskami z jakimi przyjdzie nam sie jeszcze zmierzyc.
Rézne tempo uplywu czasu, fizyczna zmiana dlugosci poruszajacych sie obiektow bez ist-
nienia wewnetrznych napie¢ w materiale — wszystko to staje sie niemal naturalne, gdy
zdamy sobie sprawe, ze przejscie do uktadu poruszajacego sie odpowiada pewnemu obro-
towi w czasoprzestrzeni. Pytania typu ,jaki jest naprawde upltyw czasu?” albo ,jaka jest
prawdziwa dlugo$¢?” majg taki sam sens jak spieranie sie, jaki kolor ma utozona kostka
Rubika. Dla osoby patrzacej z jednej strony kostka jest niebieska, dla innej — czerwona. Kto
ma racje? Pytanie o racje jest, jak widzimy Zle postawione. Wystarczy obrécié¢ kostke i ob-
serwatorzy zmieniaja zdanie. Podobnie jest z obserwacja $wiata z réznych, poruszajacych

sie wzgledem siebie uktadéw inercjalnych.

1.3 RUCH CZYLI OBROT HIPERBOLICZNY

ZauwaZylis’my poprzednio, ze zastepujac czas rzeczywisty czasem urojonym, mozemy od-
gadnad, ze transformacja Lorentza jest urojonym pseudo-obrotem w urojonej czasoprze-
strzeni. Sprobujemy teraz stwierdzi¢ jaka jest interpretacja geometryczna tej transformacji
w zwyklej, rzeczywistej czasoprzestrzeni. Zapiszmy réwnania (1.6) przy uzyciu czasu rze-

czywistego:



1.3. RUCH CZYLI OBROT HIPERBOLICZNY 15
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Rysunek 1.3: Osie czasoprzestrzenne dwéch uktadéw inercjalnych.

ict’ = dctcosf + xsinb

¥ = xcosf —ictsinf. (1.11)
Aby pozby¢ si¢ z transformacji liczb urojonych skorzystamy z elementarnych tozsamosci

algebraicznych tgczacych funkcje trygonometryczne z ich hiperbolicznymi odpowiednikami:

sinff = —isinhi6

cosf) = coshif. (1.12)

Wstawiajac je do réwnan (1.11) i podstawiajac ¥ = i6 otrzymujemy:

ct’ = ctcosh — xsinh

2’ = wcoshd) — ctsinh . (1.13)

Graficzna interpretacja transformacji Lorentza (1.13) znajduje sie na rysunku (1.3) przed-
stawiajacym osie dwoch uktadéw inercjalnych poruszajacych sie wzgledem siebie. Réwnania

osi uktadu primowanego mozemy wyznaczy¢ korzystajac z transformacji Lorentza (1.13).
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Os$ czasu jest wyznaczona réwnaniem x’ = 0, natomiast 0§ przestrzenna jest zadana przez
ct’ = 0. Otrzymujemy stad, ze tg¢ = tghd = V/e, gdzie ¢ jest katem wzglednego na-
chylenia osi obu ukladéw (rysunek 1.3). Widaé, ze osie uktadéw, ktérych predkosé dazy
do ¢ beda zbliza¢ sie do przerywanej linii. Tory podswietlnych czastek rozpoczynajacych
swoj ruch w x = 2/ = 0 musza znajdowaé sie wewnatrz pionowego stozka ograniczonego
przerywang linia, zwanego stozkiem przysztosci. Poniewaz brzeg stozka we wszystkich ukta-
dach zadany jest tym samym rownaniem, to czastka, ktorej predkosé jest mniejsza od ¢ w
jednym uktadzie, bedzie réwniez mniejsza od ¢ w kazdym innym uktadzie inercjalnym.

Poprzez bezposrednie podstawienie wzoréw (1.13), mozemy sprawdzié, ze zachodzi:

At? — 2% = AP — 2P, (1.14)
co wraz z uzupelnieniem transformacji wspoétrzednych o warunki ' = y oraz 2’ = z daje
réwnosé (1.4), od ktérej rozpoczeliémy nasze rozwazania. Znalezione przez nas przeksztal-
cenie (1.13) jest hiperbolicznym obrotem spokrewnionym ze zwyklym obrotem, ale ma
miejsce w przestrzeni, w ktorej dtugos¢ wektora nie jest suma, lecz roznica kwadratéw
poszczegdlnych sktadowych. W tym sensie czasoprzestrzen nie jest zwykta, euklidesowa
przestrzenia, bo kwadrat dtugosci jest w niej zdefiniowany jak w réwnaniu (1.4). Posiada
ona jednak trojwymiarows i euklidesows podprzestrzen.

Nasze rozwazania obrotow w czasoprzestrzeni brzmig niezwykle. Dlaczego jednak jadac
autobusem nie doznajemy owych hiperbolicznych obrotéw i wszystko wyglada zupekie
zwyczajnie? Ot6z parametr O wystepujacy w przeksztatceniu (1.13) ¢ = atgh V/c mozemy
zazwyczaj (dla niewielkich predkosci) przyblizyé przez ¢ ~ V/c, a zatem transformacja

(1.13) uzyskuje przyblizona postac:

ct ~ ct — a0

@ = x—ctd. (1.15)

Widaé, ze z pierwszego réwnania zostaje w przyblizeniu ¢’ =~ t, a z drugiego 2’ ~ x — V't,

czyli transformacja Galileusza, do ktorej jesteSmy przyzwyczajeni.
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Rysunek 1.4: Z jaka predkoscia pociagi zblizaja sig do siebie wedtug Zwrotniczego?

1.4 NIC NIE MOZE PORUSZAC SIE SZYBCIEJ OD SWIATELA?

Slyszy sie czesto, ze ,nic nie moze poruszaé sie szybciej od swiatta”, czyli ze wszystko
porusza sie od niego wolniej. Bez uprzedniego ustalenia co rozumiemy przez wszystko oraz
przez porusza sie, stwierdzenie to moze doprowadzi¢ do wielu nieporozumien, co ilustruja
ponizsze (kontr)przyktady.

Pewien Zwrotniczy obserwowal kiedys dwa pociagi zblizajace si¢ do siebie z ogromna
predkoscia — rysunek 1.4. Jeden z pociagéw poruszal sie wzgledem niego z predkoscia 0.9c,
a drugi z predkoscia —0.9¢c. Zwrotniczego zaintrygowato nastepujace pytanie: z jaka pred-
koscia z jego punktu widzenia, pociagi zblizaja sie do siebie? Stosujac bezmyslnie regutke
,hic nie moze poruszaé si¢ szybciej od swiatta” powiedzielibysmy, ze predkosci w jakis
dziwny sposob muszg sie dodaé tak, zeby wyszto co$§ mniejszego od c. Ot6z nie! Jezeli zde-
finiujemy predkosé¢ zblizania sie jako zmiane odlegtosci miedzy pociggami w czasie, to nie
moze wyjs¢ nic innego niz 1.8c! Natomiast, gdybysmy zapytali jednego z maszynistow, z
jaka predkoscig zbliza si¢ do niego drugi pociag, bez watpienia poda on predkosé mniejsza
niz ¢ — o tym bedzie mowa pézniej. Cheac uzywaé powiedzonka ,nic nie moze poruszac
sie szybciej od $wiatlta” musimy przede wszystkim pamietac, ze ,poruszac sie” oznacza
tu ,poruszac sie wzgledem mnie”. W teorii wzglednosci przez ruch rozumie si¢ zazwyczaj
ruch wzgledem ustalonego obserwatora, a nie jak w przytoczonej sytuacji ruch wzgledny
dwoch obiektow z punktu widzenia niezaleznego obserwatora. Jednak, jak wynika z kolej-
nych przyktadéw, stwierdzenie, ze nic nie porusza sie szybciej od $wiatta wymaga dalszego
doprecyzowania.

Na przyjecie urodzinowe Krélewny Sniezki przyszto sto krasnoludkéw z calego lasu.
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Postanowily one zrobi¢ Krolewnie niespodzianke i na jej cze$¢ wykonaé meksykanska fale,
ktorg widzialy w telewizji podczas transmisji meczu. Poniewaz wszystkie krasnoludki do-
staly kiedy$ od Krolewny w prezencie po zegarku, postanowity uzy¢ ich do wykonania fali.
Krasnoludki zsynchronizowaty swoje zegarki i ustawity si¢ w szeregu w rownych odste-
pach. Nastepnie kazdy krasnoludek podskoczyt o ustalonej wczesniej godzinie, przy czym
pierwszy z brzegu podskoczyt punktualnie o 12.00, nastepny sekunde po dwunastej, ko-
lejny dwie sekundy po dwunastej itd. Krasnoludki nie zwracaly uwagi na stojacych obok
kompanow, tylko uwaznie patrzyty na swoje zegarki i o umowionej godzinie podskakiwaty:.
Zastanoéwmy sie teraz, czy co$ ogranicza predkos$c takiej poprzecznej fali? Oczywiscie nie.
Krasnoludki mogg sta¢ w dowolnie duzych odlegtoéciach, a ustalone odstepy czasu pomie-
dzy kolejnymi podskokami moga by¢ dowolnie krotkie. W szczegdlnosci, taka fala moze
poruszaé sie szybciej od $wiatta (gdyby wszystkie krasnoludki podskoczyty jednoczesnie,
powiedzieliby$my, ze fala porusza sie nieskonczenie szybko). Sytuacja ta nie bytaby na-
tomiast mozliwa, gdyby krasnoludki podskakiwaly dopiero w momencie gdy zobacza, ze
kolega obok wtasnie podskoczyt.

Wydawatoby sie, ze przynajmniej swiatto w prozni powinno poruszac sie z predkoscia
swiatta, prawda? Przeanalizujmy nastepujaca sytuacje: na srodku okragtej wyspy stoi la-
tarnia morska, ktorej koputa obraca si¢, regularnie przemiatajac wyrzucanym sSwiattem
pelny kat. Wyobrazmy sobie teraz, ze wzdluz catego brzegu wyspy zostatl rozstawiony
wysoki parawan, po ktorym dookota porusza sie plama $wiatta z latarni. Jaka jest dopusz-
czalna predkosé¢ tej plamy? Czy jest to predkosé $wiatta? Nic podobnego! Snop swiatta
moze porusza¢ si¢ wzdtuz parawanu dowolnie szybko. Tym razem odpowiedZ na pytanie,
jak to mozliwe pozostawiamy Czytelnikowi.

Co w takim razie oznacza stwierdzenie, ze nic nie moze poruszac si¢ szybciej od Swiatta?
W tym przypadku milczenie nie jest ztotem, dlatego nasze watpliwosci rozwieje chwilowo

kolejny podrozdzial.

1.5 PARADOKSY PRZYCZYNOWO-SKUTKOWE

Wyobraimy sobie, ze co$ porusza si¢ z predkoscia wiekszg niz ¢ pomiedzy punktami A i
B wzdtuz pewnej trajektorii — rysunek 1.5 (trajektorie w czasoprzestrzeni nazywa sie linig
Swiata poruszajacego sie obiektu). Moze to by¢ meksykanska fala krasnoludkéw, plama

swiatta latarni morskiej, statek kosmiczny, cokolwiek. Z rysunku wida¢, ze w uktadzie nie-
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Rysunek 1.5: Tor obiektu poruszajacego sie pomiedzy punktami A i B z predkoscia ponadéwieting. Krop-
kowane linie ograniczajg obszar dozwolony dla obiektéw poruszajacych sie z predko$ciami mniejszymi niz c i
zaczynajacymi swdj bieg w punkcie A. Linie przerywane rzutuja punkty A i B na osie czasu dwdch réznych

ukfaddéw inercjalnych. Wida¢, ze kolejnos¢ zdarzen ulega odwréceniu.

primowanym poruszajacy sie obiekt byl w punkcie A wczesniej niz w punkcie B. Jednakze,
jesli linia $wiata znajduje sie poza obszarem dozwolonym dla obiektéw poruszajacych sie
wolniej niz ¢ (kropkowany stozek), istnieja uktady inercjalne, w ktérych zdarzenie w punk-
cie A nastapi p6zniej niz zdarzenie w punkcie B. To znaczy, jesli co$ porusza sie pomiedzy
dwoma punktami A i B szybciej niz $wiatto, to w jednych uktadach odniesienia widac¢ be-
dzie ruch z A do B, a w innych z B do A, jak gdyby czas wewnatrz rozwazanego obiektu
ptynal wstecz. Jesli na przyktad meksykanska fala krasnoludkéw wedtug Krélewny Sniezki
porusza sie w prawo, to dla przelatujacej na miotle Baby Jagi fala moze poruszaé sie w

lewo. Primowany uktad Baby Jagi przedstawiono wtas$nie na rysunku 1.5.

Jezeli rozwazanym, ponadswietlnym obiektem jest natomiast statek kosmiczny, od razu
pojawia sie pewien paradoks: w jednych uktadach odniesienia zatoga statku bedzie si¢ sta-
rze¢, a w innych czas bedzie ptyna¢ w odwrotna strone i zatoga odmtodnieje. W drastycznej
wersji paradoksu w pewnych uktadach odniesienia kosmonauta mogtby najpierw umrzec,
a potem sie urodzi¢. Poniewaz istnienie paradokséw tego typu bytoby cokolwiek problema-
tyczne, powszechnie twierdzi sig, ze obiekty takie jak statek kosmiczny nie moga poruszac
sie z predkosciami nadswietlnymi. Przyjmuje sie rOwniez, ze nie moga istnie¢ ponadswietlne
sygnaly niosace jakakolwiek informacje, bo w pewnych ukltadach odniesienia informacja
mogtaby byé¢ w posiadaniu odbiorcy zanim jeszcze zostala wystana przez nadawce. W
szczegolnosci, najezesciej ogranicza sie rozwazania tylko do uktadéw inercjalnych porusza-

jacych sie wzgledem siebie z predkosciami V' < c¢. Okazuje sie jednak, ze bardzo ciekawe
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i zupelie nowe aspekty tego zagadnienia pojawiaja sie, gdy do gry wkracza mechanika
kwantowa — bedzie o tym mowa po6zniej. W kazdym razie kwestia jest niezwykle delikatna,
a na pewno nie zostata dotychczas do konca zrozumiana.

Zamiane kolejnosci zdarzen mozna przeanalizowaé¢ przy pomocy wzoréw transforma-
cyjnych (1.8). Niech zdarzenie A oznacza wysltanie pewnego sygnatu, a B jego dotarcie do
odbiorcy. Jesli w uktadzie nieprimowanym odlegtos¢ przestrzenna pomiedzy A i B wynosi

Ax, a odstep czasu miedzy nimi At > 0, to w uktadzie primowanym odstep czasu wyniesie:

At —-VAz/c

Przyjrzyjmy si¢ licznikowi tego wyrazenia: At — VAx/c?. Jest on dodatni w kazdym ukta-

At/ (1.16)

dzie inercjalnym poruszajacym sie z predkosécia V < ¢, o ile Ax < cAt, czyli jezeli sygnal
porusza sie najwyzej z predkoscig $wiatta. Natomiast jesli sygnal jest ponadéwietlny i
Az > cAt, to w pewnych uktadach odniesienia At’ < 0. Oznacza to, ze w tych ukladach
nadswietlny sygnat musiatby propagowaé si¢ od odbiorcy do nadawcy. Powracamy zatem

do wnioskéw wyciggnietych na podstawie analizy rysunku 1.5.

1.6 INTERWAL CZASOPRZESTRZENNY I JEGO ROLA

Wyprowadzajac transformacje Lorentza zauwazyliSmy, ze wyrazenie:

As® = A — Az? — Ay? — AZ? (1.17)

nie zmienia si¢ przy zmianie uktadu odniesienia, podobnie jak dtugos¢ wektora w dowolne;j
euklidesowej przestrzeni nie zmienia sie¢ pod wptywem obrotéw. Z powodu tej niezmien-
niczosci wielko$¢é As? odgrywa bardzo wazng role w teorii wzglednoéci — nazywa sie ja
interwatem czasoprzestrzennym ,pomiedzy” dwoma zdarzeniami oddzielonymi w czasie o
At, a w przestrzeni o Az, Ay i Az. W szczegdlnosci, interwal czasoprzestrzenny pomiedzy
zdarzeniami, w ktérych zostal wyemitowany, a nastepnie pochtoniety impuls Swiatta za-
wsze wynosi zero. Ponadto, jezeli interwal As? pomiedzy dwoma zdarzeniami jest ujemny,
to zdarzenia te nie moga by¢ potaczone zadnym podswietlnym sygnatem. Interwaty ujemne

nazywa sie przestrzennymi. Jezeli interwal jest dodatni (interwal czasowy), to przestanie
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podswietlnej informacji pomiedzy zdarzeniami jest mozliwe, natomiast jesli wynosi on zero
(interwal zerowy), to zdarzenia moga zostaé¢ potaczone tylko sygnalem poruszajacym sie
doktadnie z predkoscia swiatta.

Odkrylismy, ze wyrazenie (1.17) nie zmienia swojej wartosci przy zmianie inercjalnego
uktadu odniesienia. Konsekwencje tego faktu sg bardzo wazne. Dzieki niemu teoria wzgled-
nosci ma szans¢ w deterministyczny sposéb opisywac swiat. Wyobrazmy sobie, ze zdarzenie
B oznacza wybuch bomby w pewnym miejscu i w okreslonej chwili. Jezeli bomba zostala
uruchomiona zdalnym detonatorem umieszczonym w innym punkcie przestrzeni i we wcze-
sniejszej chwili A, to interwat czasoprzestrzenny pomiedzy tymi dwoma zdarzeniami musi
by¢ czasowy lub zerowy. Z niezmiennosci interwalu wzgledem transformacji Lorentza wy-
nika, ze jezeli w pewnym uktadzie nastapil przyczynowo skutkowy ciag zdarzen (czyli ciag
w ktérym zachodzace zdarzenia wynikaly ze zdarzen wezesniejszych), to kolejno$é tych
zdarzen w innych ukltadach inercjalnych nie zmieni sie (czyli przyczynowosé bedzie zacho-
wana). Jesli bowiem w jednym uktadzie inercjalnym interwal miedzy dwoma zdarzeniami
jest dodatni, to taki tez bedzie w dowolnym innym uktadzie. W naszym bombowym przy-
ktadzie detonator bedzie uruchamiany zanim wybuchnie bomba i odpowiednio wczesniej

we wszystkich mozliwych uktadach inercjalnych.

Jezeli natomiast w pewnym uktadzie odniesienia dwa zdarzenia sa oddzielone interwa-
tem przestrzennym (czyli nie tworza ciagu przyczynowo skutkowego), to bedzie tak réwniez
w dowolnym innym uktadzie. Wynika to zreszta bezposrednio z poprzedniego wniosku i

odwracalnosci transformacji Lorentza.

Jest teraz dobra okazja by wspomnie¢ o bardzo waznej zasadzie w teorii wzglednosci.
Zasadzie, z ktorej dotychczas po cichu korzystaliSmy nie bedac tego do konca swiadomi.
Brzmi ona tak: kazde zdarzenie widziane w jednym uktadzie inercjalnym, musi zachodzi¢
rowniez w kazdym innym inercjalnym uktadzie. Zatem nie da si¢ stwierdzi¢, ze uktad in-
ercjalny porusza sie w sposob absolutny. Mozna jedynie stwierdzi¢ ruch wzgledny poprzez
obserwacje ruchu ciat znajdujacych si¢ poza uktadem. Wydaje sie oczywiste, prawda? Na
przyktad, jesli w jednym uktadzie wybuchta bomba, to musi ona réwniez wybuchna¢ w
dowolnym (w szczegblnosci inercjalnym) uktadzie poruszajacym sie. Inaczej moglibysmy
odroznic od siebie rozwazane uktady w sposob absolutny. Zasada, ktéra mowi, ze nie istnieje
zaden wyrdzniony uktad inercjalny nazywa sie ja zasadg wzglednosci lub zasadg demokra-
cgi uktadow inercjalnych. Wkrétce przekonamy sie, ze mimo pozornej trywialnosci tego

Sfaktu”, ptyna z niego bardzo wazne i nietrywialne wnioski.
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Pytania

o Czy w czterowymiarowe]j przestrzeni mozna zdefiniowaé pojecie ,obrotu wokét osi”?

Jesli tak — podaj definicje, jesli nie — podaj przyczyne.

e Czy moga istnie¢ nieliniowe transformacje zachowujace stalo$¢ predkosci swiatta we

wszystkich uktadach inercjalnych?
e Czym mozna uzasadni¢ wprowadzenie nowego pojecia czasoprzestrzeni?
e Jaka jest interpretacja geometryczna transformacji Lorentza?
e Czy i kiedy ztozenie dwéch transformacji Lorentza jest przemienne?

e Czy zlozenie transformacji Lorentza dla ruchu z predkosciag V' i transformacji dla

ruchu z predkoscia —V wzdtuz tego samego kierunku jest identycznoscia?

e Jak uscisli¢ powszechnie uzywane sformulowanie méwiace, ze nic nie moze poruszac

sie szybciej od $wiatta?
e Jaka role w szczegdlnej teorii wzglednosci odgrywa interwal czasoprzestrzenny?

e Dlaczego na rysunku 1.5 rzutowanie zdarzen na os czasu dokonywane jest wzdtuz osi

przestrzennej, a nie prostopadle do osi czasu?

e Czy mozna wyprowadzi¢ postac transformacji Lorentza wspoétrzednej czasowej z trans-

formacji wspotrzednych przestrzennych?

Zadania

e Podaj transformacje Lorentza do uktadu odniesienia poruszajacego sie z predkoscia
V' wzdluz prostej lezacej w ptaszczyznie zy i nachylonej pod katem 45° do osi .
W chwili ¢ = ¢’ = 0 poczatki obu uktadéow inercjalnych pokrywaly sie. Przyjmij, ze

uktady spoczywajacy i poruszajacy si¢ maja rownolegte osie przestrzenne.

e Do milicjanta stojacego posrodku skrzyzowania zblizaja sie z jednakowymi predko-

sciami V' = 0.9¢ dwa samochody: jeden od potnocy, a drugi od wschodu. Ze wzgledu
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na awarie sygnalizacji w chwili ¢ = 0 dojdzie do zderzenia. Zanim dojdzie do wy-
padku, pomdéz milicjantowi odpowiedzie¢ na nastepujace pytania: Z jaka predkoscia
z punktu widzenia milicjanta zblizaja sie do siebie samochody? 7 jaka predkoscia
wedtug jednego z kierowcow zbliza sie do niego drugi samochdéd? Czy w ktoryms z
wymienionych przypadkoéw milicjant powinien czu¢ si¢ zaniepokojony przekroczeniem

dozwolonej w obszarze zabudowanym predkosci ¢?

e Dla transformacji Galileusza narysuj osie wspotrzednych czasoprzestrzennych obser-
watora poruszajacego si¢ z predkoscia V' wzdtuz osi x. Uwzglednij jednostki na osiach.

Podaj katy wzglednego nachylenia osi jako funkcje wzglednej predkosci.
e Sprawdz, ze nastepujaca transformacja:

=t

¥ = (1+K>:p—Vt, (1.18)
c

ktora jest liniowa, jest identycznoscig dla V' — 0 oraz zachowuje predkosé swiatta,
to znaczy, obiekt poruszajacy sie w nieprimowanym uktadzie z predkoscia ¢, porusza
sie z tg samg predkoscia w uktadzie primowanym. Podaj inng transformacje posia-
dajaca wymienione wtasnosci, r6zng od transformacji Lorentza. Wyjasnij, dlaczego
powyzsza transformacja nie pojawita sie w naszych rozwazaniach jako alternatywa

dla transformacji Lorentza.

e Na wiele lat przed przed powstaniem teorii wzglednosci, Lorentz w oparciu o analize
rownan Maxwella podal nastepujaca transformacje wspotrzednych, ktora zachowuje

rownania elektrodynamiki przy zmianie uktadu odniesienia:

t = t—Vz/c
¥ = -Vt (1.19)

Wkroétce potem Poincaré wprowadzit do tych transformacji poprawke prowadzaca
do wzoréw (1.8). Zbadaj wlasnosci transformacji podanych przez Lorentza, sprawdz,
czy spelniaja one warunki postawione w trakcie rozwazan z niniejszego rozdziatu i

postaraj sie odgadna¢, czym kierowat sie Poincaré korygujac wzory Lorentza.
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e W rozwazaniach prowadzgcych do transformacji Lorentza nie przedyskutowali$my
odbicia wspotrzednych przez dowolng prosta lezaca w ptaszczyznie zawierajacej wspot-
rzedng czasowq i przestrzenna. Zbadaj te ewentualnosé i wyznacz wszystkie transfor-

macje, do ktorych ona prowadzi.



Rozdziatl 2

JAK POWIEDZIALO SIE A, TRZEBA
POWIEDZIEC A

Pisz@c Stefanem Kisielewskim: w szczegdlnej teorii wzgledno$ci bohatersko pokonuje sie
trudnosci nieznane w fizyce nierelatywistycznej. Juz sama kinematyka relatywistyczna ob-
fituje w cala mase paradoksow, ktére w wersji newtonowskiej w ogdle nie wystepuja. Jed-
nakze wszystkie te absurdy okazujg sie jedynie pozorne i co najwyzej moga troche uwierac
nasze poczucie zdrowego rozsadku. Nie ma w nich niczego nielogicznego. W sensie logicz-
nym teoria wzglednosci jest wrecz zadziwiajaco spojna. Niniejszy rozdzial pozwoli sie nam

o tym przekonac.

2.1 WIELOZNACZNA JEDNOCZESNOSC

Dwa jednoczesne zdarzenia zachodzace w réznych punktach przestrzeni (na przyktad
jednoczesne tupniecie dwoma butami) sa oddzielone interwatem przestrzennym. Wiemy,
ze takie zdarzenia nie moga by¢ potaczone ciggiem przyczynowo skutkowym, bo mogtby
potaczy¢ je jedynie sygnat poruszajacy sie nieskonczenie szybko. Wiemy réwniez, ze w kaz-
dym innym uktadzie odniesienia interwat bedzie réwniez przestrzenny. Jednakze ze zmiang
uktadu odniesienia wigze sie niezwykta konsekwencja: jezeli zdarzenia sg jednoczesne w
jednym uktadzie, to w wiekszosci innych, poruszajacych sie wzgledem niego inercjalnych
uktadow, zdarzenia te nie beda jednoczesne! Sprawdzmy, ze jest tak w rzeczywistoséci. Roz-
wazmy dwa jednoczesne (At = 0) zdarzenia oddalone o Az. W uktadzie poruszajacym sie

z predkoscia V' # 0 odstep czasu pomiedzy nimi odezytujemy ze wzoréw (1.8):

25
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_At-VAz/c* —VAz/c
V1=V2/e2 /1 -V2/c?

Oznacza to, ze osoba przejezdzajaca w poblizu pociagiem zaobserwuje, ze najpierw tup-

At

£0. (2.1)

nat lewy, a potem prawy but (lub odwrotnie). Jak to mozliwe? Przypomnijmy sobie, ze
przejscie do poruszajacego si¢ uktadu wspotrzednych oznacza obserwacje zjawisk z uktadu
hiperbolicznie obréconego w czasoprzestrzeni. Na tej samej zasadzie dwa konce kija moga
by¢ od jednego obserwatora réwnooddalone, ale od drugiego, patrzacego z boku, kazdy

koniec znajdzie sie w innej odleglto$ci — rysunek 2.1. Wida¢ stad, ze zadawanie pytania

.. L
DO Lo

‘o’ .~.'

O o)

Rysunek 2.1: Dwa kohce kija znajduja sie w jednakowych badz réznych odlegtoéciach w zaleznosci od
obserwatora. Na tej samej zasadzie dwa zdarzenia zachodzace jednoczesnie dla jednego obserwatora nie musza

by¢ jednoczesne dla innego.

,czy zdarzenia sg naprawde rownoczesne, czy nie?” nie ma sensu. Podobnie bezsensowne
jest zadawanie pytania czy konce kija sa ,naprawde” réwnooddalone. Oczywiscie zalezy
od kogo. Nie istnieje bezwzgledne rownooddalenie podobnie jak nie istnieje bezwzgledna

rownoczesnoscé.

2.2 DYLATACJA CZASU

Obserwator patrzacy na kij pod katem moze uznaé, ze kij jest krotszy, a patrzac zupet-
nie z boku moze wrecz stwierdzi¢, ze dlugos¢ kija wynosi niemal zero. Czy podobnemu
efektowi podlega uptyw czasu? Okazuje sig, ze tempo uptywu czasu w roéznych uktadach
inercjalnych jest rzeczywiscie rézne. Aby to stwierdzi¢ musimy przeanalizowa¢ wskazania

zegara umieszczonego nieruchomo w jednym z uktadow z punktu widzenia drugiego uktadu.
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Rozwazmy zegar umieszczony w poczatku ' = 0 uktadu inercjalnego poruszajacego sie z
predkoscig V. Zegar odmierzyt odstep czasu At’ pomiedzy pewnymi dwoma zdarzeniami.
Sprawdzmy ile czasu At upltyneto miedzy tymi zdarzeniami w uktadzie spoczywajacym. Z

transformacji (1.9) znajdujemy:

/
At— 8 (2.2)

V1=V2/2
czyli At' < At. Zatem wedtug obserwatora nieruchomego czas w poruszajacym sie uktadzie
plynie wolniej, co nazywamy dylatacjg czasu. Cho¢ wyglada to dziwnie, taki sam wniosek
musi wyciggnac¢ obserwator primowany na temat uptywu czasu w uktadzie nieprimowanym.

Ten pozornie paradoksalny fakt zostanie w szczegdtach omoéwiony dalej.

2.3 SKROCENIE LORENTZA

Podobnym do spowolnienia uplywu czasu zjawiskiem jest skrocenie poruszajacych sie
obiektow w kierunku ruchu, zwane skroceniem Lorentza. Jezeli udato nam sie¢ przetknac
geometryczng interpretacje zmiany uktadu odniesienia, spowolnienie uptywu czasu, skro-
cenie obiektéw w ruchu nie powinno nas juz dziwic¢. Ilosciowa analiza tego skrdcenia jest
podobna do rozumowania z poprzedniego podrozdziatu. Wyobrazmy sobie kij o dtugosci
Az’ spoczywajacy wzdtuz osi 2/ w primowanym ukladzie. Jak wyglada kij z punktu widze-
nia uktadu nieprimowanego (wzgledem ktérego poprzedni uktad porusza sie tradycyjnie z
predkoscia V' wzdtuz osi z)? To znaczy, ile wynosi w tym uktadzie dtugosé kija Az? Znaj-
dujemy ja bez problemu ponownie korzystajac z transformacji (1.8). W tym celu musimy
obliczy¢ réznice wspotrzednych Ax w tej samej chwili w uktadzie nieprimowanym, wiec

bierzemy At = 0:

Ar = Az'\/1-V2/c2. (2.3)

Jest to wtasnie stynne skrocenie Lorentza: im szybciej porusza si¢ kij, tudziez dowolny inny
ruchomy obiekt, tym staje si¢ krétszy. Chcieliby$my jeszcze raz wyraznie podkresli¢, dla-
czego korzystaliSmy z transformacji (1.8), a nie z transformacji odwrotnej (1.9). Gdybysmy

skorzystali z tej drugiej biorgc At’ = 0, otrzymalibysmy w wyniku raczej wydluzenie, niz
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skrocenie Lorentza. Otz jest rzecza niezwykle istotna, ze mierzac w wybranym uktadzie
odniesienia jakas dltugo$¢, czyli rdéznice wspotrzednych dwoch punktow, musimy zawsze
oblicza¢ odejmowane wspotrzedne w tej samej chwili czasu. Jezeli mierzylibysmy potozenie
koncow poruszajacego sie kija w réznych chwilach, kij w miedzyczasie zdazytby sie troche
przesungé zafalszowujac wyniki naszych pomiaréw. Dlatego wtasnie musimy koniecznie
przyjaé, ze potozenie obu konicéw obliczamy (lub mierzymy) jednoczesnie, czyli At = 0,
a nie At’ = 0. Poniewaz z poczatku rozdzialu wiemy, ze pojecie jednoczesnosci zalezy od

uktadu odniesienia, oba podejscia nie sg réwnowazne.

Rysunek 2.2: Ruch wzgledny dwéch rur z hipotetycznym skréceniem poprzecznym. Widok z dwéch uktadéw

odniesienia.

Skrécenie o ktorym mowilismy jest skroceniem w kierunku ruchu. Czy mozliwe jest
rowniez skrocenie w kierunku poprzecznym do kierunku ruchu? Zatézmy, ze jest ono moz-
liwe i przeanalizujmy nastepujacy eksperyment myslowy — rysunek 2.2. Rozwazmy dwie
identyczne, wspotosiowe rury zblizajace sie do siebie wzdtuz wspoélnej osi symetrii. Jezeli
podczas szybkiego ruchu obiekty doznaja skrocenia w kierunku poprzecznym do predkosci,
to w uktadzie zwiazanym z kazda z rur, druga bedzie zawsze wezsza i przy odpowiednio
duzej predkosci moze przelecie¢ na wylot. Jest jasne, ze to, ktora rura przeleci wewnatrz
drugiej zalezy od punktu widzenia. Zatem, jesli jedna z rur zastapimy wypelnionym w
srodku walcem, to w jednym uktadzie inercjalnym ciala bezpiecznie si¢ mina, a w drugim
dojdzie do zderzenia. Przyktad ten ilustruje niespojnos¢ skrocenia poprzecznego z zasada

wzglednosci. Dlatego tez przyjeliémy podczas wyprowadzania wzoréw transformacyjnych
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y =y oraz 2/ = z.

2.4 PARADOKS TUNELU WZDrUZ WISLY

Zie skroceniem Lorentza wiaze sie wiele paradokséw. Naturalnie owe rzekome sprzeczno-
sci okazuja sie by¢ pozorne i, w przeciwienstwie do problemoéow zwigzanych ze skroceniem
poprzecznym, po krotkim namysle mozna wskazaé przyczyne zamieszania i rozwigzaé pa-
radoks.

W Warszawie wybudowano jeden z nielicznych na $wiecie tuneli biegnacych wzdtuz
rzeki. Ale to dopiero poczatek paradoksu. Wyobrazmy sobie, ze bardzo dluga ciezaréwka
ma akurat taka dlugos¢, ze gdyby ja w tym tunelu zatrzymac, to ze wszystkimi swoimi
przyczepami wypehitaby idealnie jego dtugos¢. Wyobrazmy sobie nastepnie, ze ciezarowke
te rozpedzilismy do tak duzej predkosci, ze obserwator stojacy w poblizu stwierdza ze zdzi-
wieniem, ze ciezaréwka mkngc pod ziemia zajmuje jedynie potowe dtugosci tunelu. Nalezy
tu nadmieni¢, ze zachowanie kierowcy tamigcego obowigzujace w terenie zabudowanym
ograniczenie predkosci niniejszym potepiamy. Jednakze z punktu widzenia kierowcy to tu-
nel ulega skroceniu i w zadnej chwili ciezaréwka nie znajduje sie w calosci wewnatrz tunelu.
Przeciwnie, wedtug niego potowa ciezarowki wystaje z tunelu, podczas gdy reszta w catosci
go wypehia. Jak to mozliwe?

Pozorna sprzeczno$é¢ wynika z tego, ze w problemie pojawia sie tylnymi drzwiami pojecie
jednoczesnosci. Mowigc, ze w pewnej chwili ciezaréwka znajduje sie wewnatrz tunelu stwier-
dzamy, ze jej przednia szyba znajduje si¢ w nim jednoczesnie z tytem ostatniej przyczepy.
Naturalnie, chwile, w ktorych mierzono w tunelu potozenie przedniej szyby i ostatniej przy-
czepy nie sa wcale jednoczesne wedtug kierowcy. Wedlug niego potozenie przedniej szyby
zostalo zmierzone najpierw, a w chwile pdzniej, gdy ciezaréwka zdazyta kawatek przeje-
cha¢, zmierzono potozenie ostatniej przyczepy i vice versa. Przyktad ten powinien nauczy¢
nas ostroznego przygladania si¢ wszelkim paradoksom teorii wzglednosci. Powinnismy by¢

szczegOlnie czujni, czy gdzies nie pojawia sie wladnie zdradliwa jednoczesnosé.

2.5 CzY SKROCENIE LORENTZA JEST RZECZYWISTE?

Stawimy teraz czota nastepujacemu waznemu pytaniu: czy skrocenie Lorentza jest rze-

czywiste, czy tez jest jedynie czyms$ pozornym, matematyczng ciekawostka nie majaca
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zwigzku z rzeczywistos$cia? Musimy by¢ udzielonej odpowiedzi absolutnie pewni, bowiem
tylko woéwcezas mamy szanse dobrze zrozumieé relatywistyczny charakter rzeczywistosci.
Pewno$¢ ta powinna nam towarzyszy¢ od samego poczatku, gdy analizowalidémy relaty-
wistyczne transformacje zmiany uktadu odniesienia. Rzeczy te sa jednak dla nas wciaz
nowe i stad konieczno$é¢ oswojenia sie z nimi (czemu zreszta stuzyé maja réwniez kolejne

rozdziaty).
=

!

Rysunek 2.3: Poruszajacy sie poziomo pret oraz poruszajaca sig pionowo bariera z otworem. Kropkowana linia

zaznaczono ksztatty spoczynkowe. Potozenia i predkosci dobrane sa w taki sposéb, aby skrécony pret przeleciat

przez otwér w barierze unikajac zderzenia.

Rozwazmy sytuacje przedstawiong na rysunku 2.3. Mamy tam poruszajacy sie poziomo
pret oraz poruszajaca sie pionowo bariere z otworem. Polozenia i predkosci obiektéw mo-
zemy dobra¢ w taki sposob, aby, o ile skrécenie Lorentza jest rzeczywiste, pret przeleciat
przez otwor w barierze bez zderzenia. Gdyby jednak skrécenie byto jedynie matematycz-
nym trickiem, musiatoby doj$¢ do kolizji. Szekspirowski dylemat, ktory przed nami stoi,

brzmi: przeleci, czy nie przeleci? — oto jest pytanie!

AN

Rysunek 2.4: Ta sama sytuacja w ukfadzie spoczynkowym preta.

Przede wszystkim kto$ z Was mogtby zauwazy¢ co nastepuje. Przejdzmy do uktadu od-
niesienia w ktérym pret spoczywa, a bariera porusza si¢ ukosnie. Poniewaz bariera ma teraz

dodatkowsa pozioma sktadowa predkosci, musi pojawié¢ sie dodatkowe poziome skrocenie —
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rysunek 2.4. Zatem widzimy, ze niezaleznie, czy skrécenie jest, czy go nie ma — musi dojs¢
do zderzenia! Czyli, rozumujac dalej, stosujemy zasade wzglednosci — i takze w pierwszym
uktadzie odniesienia zderzenie musi nastapic, czyli skrocenie wcale nie jest rzeczywiste.
Ale czy nasza penetracja intelektualna nie jest aby zbyt plytka? Otéz popetnilismy
powazny btad. Rysunek 2.4 i przedstawione rozumowanie sg niepoprawne. Wtasciwa wer-
sja wydarzen w drugim uktadzie odniesienia przedstawiona jest na rysunku 2.5. Musimy
przeciez pamietaé, ze skrocenie jest zawsze 1 wytacznie w kierunku ruchu! Nie mozemy
uzyska¢ poprawnego skrécenia dokonujac go wzdtuz kierunku jednej sktadowej predkosci,
a nastepnie wzdtuz kierunku drugiej sktadowej. Tak wtasnie uczyniliSmy na rysunku 2.4,
na ktorym widac¢ gotym okiem, ze skrocenie nie zachodzi wzdtuz kierunku predkosci, czyli
przedstawione jest zle. Jednak na rysunku 2.5 jest juz wszystko w porzadku — skrocenie
jest, tak jak powinno, wzdtuz kierunku predkosci. Widzimy, ze skrécenie Lorentza wymaga,

by bariera z otworem sie obrdcita.

‘\/
/

Rysunek 2.5: Ta sama sytuacja w ukfadzie spoczynkowym preta — tym razem wersja poprawna.

Widzimy ponadto, ze takze w tym uktadzie losy klocka zaleza od tego czy skrocenie
jest rzeczywiste czy nie! Jedli jest — zderzenia nie bedzie w zadnym z uktadéw, jak tego
zada zasada wzglednosci. Jezeli nie jest, zderzenie bedzie (takze w obu uktadach). Zatem
nic nie stoi na przeszkodzie, by twierdzi¢, ze skrocenie Lorentza jak najbardziej rzeczywiste
i pret w obydwu uktadach przeleci przez otwoér na wylot. PokazaliSmy, ze w rozwazanym
przypadku zjawisko skrécenia Lorentza jest wewnetrznie spojne.

Po6jdZzmy teraz o krok dalej. Przyjmijmy, ze dylatacja czasu jest zjawiskiem jak najbar-
dziej realnym. Zatem jesli poruszamy si¢ bardzo szybko, z predkoscia V wzgledem gleby,

a mamy do przejscia okreslona (w uktadzie gleby) odlegto$é, na przyktad dwa ryczenia
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wolu* pomiedzy wsia A i wsig B, to z punktu widzenia krowy stojacej na miedzy, czas,
|AB
v
mija na naszym zegarku skraca sie w wyniku dylatacji czasu wynoszac zdaniem krowy
A8l TV /c? (natomiast na zegarku krowy czas, ktéry minie w naszej podrézy réwny

v
jest oczywiscie ‘A—VB|). A w jaki sposob my wyjasnimy fakt, ze przebywajac odlegtos¢ dwoch

ktory uplynie na naszym zegarku na odcinku |AB| nie jest wcale réwny . Czas, ktory

ryczen wotu potrzebujemy do tego mniej czasu, niz wynikaloby to z zatozen fizyki galile-
uszowej? Oté6z wyjasni¢ to mozna tylko w jeden sposob: w naszym, ruchomym uktadzie,
droga pod naszymi stopami sie skraca (gdyz wedlug nas to gleba sie porusza) i dlatego
dystans pomiedzy wsiami przebywamy szybciej. Zatem ten sam efekt, z punktu widzenia
dwoéch réznych obserwatoréw ma rézne wyjasnienia, ale prowadzace do spojnego wyniku.
[lodciowo wszystko rowniez sie zgadza, bo odlegto$é, ktéra mamy do przebycia skraca sie
o doktadnie ten sam czynnik Lorentza m, ktory wystepuje w dylatacji czasu,
zatem zgadzamy sie z krowa co do czasu, jaki zajmie nam przejscie od A do B. Oznacza
to, ze jesli wierzymy w realno$¢ dylatacji czasu, to musimy uwierzy¢ takze w realnosé skro-
cenia Lorentza. Tak dtugo, jak bedziemy btadzi¢ w niepewnosci, rojac sobie nadzieje, ze
skrocenie Lorentza jest moze tylko pozorna iluzja, oméwionego problemu nie rozwiazemy.
Tylko postawienie sprawy jasno: poruszajace sie obiekty sa realnie krotsze, pozwala unik-
nac sprzecznosci. Jesli zatem do tej pory tkwilismy w myslowym efekcie Placebo oczekujac,
ze konsekwencje teorii wzglednosci, to tylko jakas ulotna fatamorgana, to pora sie wreszcie
ockna¢. Zreszta powiedzmy sobie jasno, ze cata nasza gadanina ma tylko oswoi¢ nas z wnio-
skami, ktore w sposob jednoznaczny ptynety juz z rozwazan z pierwszego rozdziatu. Jesli
teraz powrocimy do nich, by raz jeszcze je gruntownie przemysle¢, powinnismy sie prze-
kona¢, ze nie ma innej drogi, jak odrzuci¢ nasze zdroworozsadkowe, naiwne oczekiwania
wynikajace z codziennego doswiadczenia.

Wszystko to przy zatozeniu, ze dylatacja czasu jest zjawiskiem realnym. Teraz zas
przekonamy sie, ze zjawisko skrocenia Lorentza musi by¢ rzeczywiste bez odwotywania sie

do dylatacji czasu. Zreszta sami zobaczmy.

2.6 ELEKTRYZUJACY PARADOKS ELEKTRYCZNY

Zajmiemy sie jednym z paradokséow zwigzanych z teorig elektromagnetyzmu, ktorego fi-

*jedno ryczenie wotu, to oczywiscie jednostka odlegloéci zdefiniowana jako maksymalny dystans, z

jakiego stychaé ryczacego wotu
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zycy nie potrafili rozwigzaé przez bardzo wiele lat. Problem ten znany byt na dtugo przed
powstaniem teorii wzglednosci, biedzity sie nad nim najtezsze gtowy i mozna wrecz powie-
dzie¢, ze to wlasnie on doprowadzit do powstania teorii wzglednosci. Bowiem dopiero ona
data mozliwos¢ rozwiagzania paradoksu. A oto jak si¢ sprawy maja.

Rozwazmy nienatadowany, prostoliniowy przewod elektryczny, przez ktory ptynie prad.
Z mikroskopowego punktu widzenia prad jest ruchem ujemnych elektronéw z pewng $red-
niag wypadkowa predkoscia V' na tle dodatnich, nieruchomych jonow sieci krystalicznej
przewodnika. Natezenie tego pradu wynosi I = ep_ V'S, gdzie p_ jest gestosciag elektronow
w przewodniku (ktérych tadunek jest réwnowazony przeciwnym ladunkiem jonéw sieci),
a S polem przekroju drutu. Wyobrazmy sobie, ze w odlegtosci r od przewodu, réwnole-
gle do niego porusza sie z ta sama predkoscia V' swobodny elektron — rysunek 2.6 A).
Poniewaz ruch tadunkow wewnatrz przewodnika wytwarza na zewnatrz pole magnetyczne
B = I/2mepc®r, w ktérym porusza si¢ elektron, pojawi sie dziatajaca na niego sita F

skierowana ku przewodnikowi:

eVI €0 SV?

2meoc?r  2megcir

F=eVB=

(2.4)

Sita ta spowoduje, ze zewnetrzny elektron zacznie sie zbliza¢ do przewodu z pradem.

Klopot pojawi sie w momencie, gdy rozwazymy te sama sytuacje w (primowanym)
inercjalnym ukladzie odniesienia poruszajacym sie razem z elektronami — rysunek 2.6 B).
Wowczas prad elektronowy wynosi zero, ale pojawia si¢ analogiczny prad pochodzacy od
dodatnich jonow sieci poruszajacych sie¢ w przeciwnym kierunku. Prad ten naturalnie row-
niez wytwarza pole magnetyczne. Ktopot w tym, ze teraz zewnetrzny elektron nie porusza
sie juz w tym polu, lecz spoczywa i dlatego nie dziala na niego zadna magnetyczna sital
Jak temu zaradzi¢?

Widac, ze problem lezy glteboko, bo we wzorze na sile Lorentza: F' = qu X B. Wystepuje
w nim predkos¢ v tadunku g w polu magnetycznym B. Ale co to za predko$¢? Predkosé
wzgledem czego? Przeciez mozemy przejs¢ do uktadu w ktérym tadunek spoczywa — i co
wtedy? Sita przestanie dziatac¢?

Powr6émy raz jeszeze do uktadu nieprimowanego i rozwazmy fragment przewodu elek-
trycznego o dtugosci L. Catkowity tadunek zawarty wewnatrz tego fragmentu pochodzi
czesciowo od elektronow ), a czedciowo od dodatnich jondéw )y, w sumie wynoszac

0=Q_+Q+=—eSLo_+eSLp, (przewodnik jest nienatadowany). Wynika stad oczywi-
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Rysunek 2.6: Ruch swobodnego tadunku w poblizu przewodnika z pradem widziany w dwéch uktadach iner-
cjalnych. Skrécenie Lorentza zostato celowo wyolbrzymione. W rzeczywisto$ci wypadkowa predkos¢ elektronéw

w przewodzie elektrycznym jest rzedu centymetréw na minute.

sty wniosek, ze gesto$¢ elektronéw o w przewodzie réwna jest gestosci jonow o,. Co sie
stanie gdy przejdziemy do uktadu poruszajacego sie? Przede wszystkim musimy stanowczo
stwierdzi¢, ze tadunek elementarny e nie zalezy od predkosci niosacej go czastki. Gdyby e
zmieniat si¢ wraz predkoscia, to podgrzewane ciata tadowatyby sie elektrycznie, bo czesé
ciepta przekazywana jest swobodnym, lekkim elektronom, a czesé ciezkim jonom sieci. W
zwigzku z réznicg mas, elektrony nabierajg o wiele wiekszej predkosci niz jony i dlatego
kazda, cho¢by najmniejsza zaleznos¢ e od predkosci spowodowataby powstanie nadwyzki
(lub zmniejszenia) ujemnego tadunku wewnatrz ciata, co bytoby tatwe do zaobserwowania,

a obserwowane nie jest.

Skoro zatem catkowita warto$¢ ujemnego tadunku elektronowego nie ulega zmianie
(podobnie jak warto$é¢ dodatniego tadunku jonowego), to moze zmienia sie jego gestosé?
Zgodnie z przewidywaniami transformacji Lorentza, dowolnie wybrany odcinek zawiera-
jacy poruszajace sie elektrony zmienia swoja dtugo$¢ przy zmianie uktadu odniesienia z
L na L/ m, za co odpowiada skrocenie Lorentza. Zatem przy ustalonej warto-
Sci tadunku, musi zmieniaé¢ sie gesto$é elektronéw (ta sama ilosé elektrondéw znajduje sie

teraz w dhuzszym odcinku drutu)! Z réwnosci tadunkéw elektronowych zgromadzonych
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w ustalonym fragmencie przewodu @’ = )_ oraz wzoru opisujacego skrocenie Lorentza

znajdujemy:

o =0 \1-V2/c (2.5)

Analizujac w podobny sposéb tadunki pochodzace od jonéw sieci otrzymujemy:

=7 ﬁ/?/c? 20
Wypadkowa gestosé tadunku zgromadzona w przewodniku w primowanym uktadzie od-
niesienia wynosi e’ = —eg’ + eg’, > 0. Oznacza to, ze przewodnik w tym ukladzie jest
natadowany dodatnio i bedzie przyciagal zewnetrzny elektron sita elektryczna! Wszystko
si¢ zatem zgadza, przynajmniej jakosciowo. W obydwu uktadach odniesienia sytuacja be-
dzie identyczna: tadunek bedzie przyciagany przez przewodnik z pradem. Jednak przyczyna
przyciaggania w jednym uktadzie jest pole magnetyczne, a w drugim pole elektryczne. W
dalszej czesci przekonamy sie, ze w teorii wzglednosci nie da si¢ nigdy oddzieli¢ jednego
pola od drugiego, bo wartosci tych pél zaleza od uktadu odniesienia. Natomiast efekt kon-
cowy — wplyw na ruch czastek natadowanych musi by¢ we wszystkich uktadach odniesienia
rownowazny.

Sprawdzmy, ze jest tak w rzeczywistosci i przeanalizujmy ilosciowo przyciaganie zew-
netrznego elektronu przez przewodnik w uktadzie primowanym. W tym uktadzie gestosé

tadunku w przewodniku wynosi:

eo V?/c?

ed = —ed +ed = —F—. 2.7
0 = e (2.7)
Pole elektryczne pochodzace od tej gestosci wynosi:
eo'S
E = : 2.8
2megr (2.8)

Zatem sita elektryczna F’, z jaka zewnetrzny tadunek jest przyciagany przez przewodnik

w uktadzie primowanym wynosi:
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I e?o_SV?
omegc?ry/1 — V2/c2
Widad, ze sity F'1 F' w obu uktadach sa prawie identyczne. Wzory (2.4) oraz (2.9) r6znia sie
bowiem tylko o niewielki czynnik /1 — V2 /¢?, ale prawie robi spora réznice. Jest dobrze,

ale nie beznadziejnie. Nalezy bowiem pamietac¢, ze najwazniejsze jest, azeby w obu ukta-

(2.9)

dach sity te wywolywaty jednakowy efekt, to znaczy taka samg zmiane pedu swobodnego

elektronu. Poprawne relatywistycznie II prawo Newtona jest postaci:

dp

F =
dt’

(2.10)

o czym bedzie mowa w kolejnych rozdziatach. Oczekujemy, ze ped uzyskany przez elektron
w krétkim czasie At w ukladzie nieprimowanym oraz odpowiadajacym mu czasie At' w
uktadzie primowanym bedzie taki sam, czyli musi zachodzi¢ FAt = F'At'. Stad natych-
miast wynika, ze F = F’ m, czyli wszystko si¢ zgadza.

Zwrbémy teraz uwage, ze przedstawiony problem mozna rozwigza¢ wyltgcznie stosu-
jac relatywistyczne prawa, zgodnie z ktorymi poruszajace sie ciata naprawde sie skracaja.
Rozwiazanie paradoksu oméwionego powyzej powinno uswiadomic¢ nam réwniez inna, bar-
dzo wazna rzecz: teoria elektromagnetyzmu Maxwella jest teoria relatywistyczna (z czego
Maxwell nie moégt sobie, rzecz jasna, zdawaé¢ sprawy). Oznacza to, ze réwnan Maxwella
nie trzeba bedzie modyfikowaé¢ by otrzymaé wersje relatywistyczna. Réwnania takie, jak
je znamy sg juz relatywistycznie niezmiennicze. Zagadnieniom elektromagnetycznym i ich
zwigzkowi z teoria wzglednosci zostanie poswiecony jeden z dalszych, obszernych rozdzia-

ow.

2.7 PARADOKS BLIZNIAT

Om()wimy teraz stynny paradoks blizniat. Brzmi on nastepujaco: dwaj bracia blizniacy,
Pawetl i Gawel udali sie na stacje kosmiczng. Pawel wsiadl do rakiety i odbyl dluga po-
dr6z, po czym powrdcit na Ziemie. Z punktu widzenia Gawta, pozostajacego caly czas na
Ziemi, uptyw czasu w rakiecie byt spowolniony wskutek dylatacji czasu (rakieta caly czas

poruszata sie z pewna predkoscia). Dlatego Pawel w trakcie podrézy powinien zestarzeé
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si¢ mniej niz Gawel pozostajacy ,w tym samym czasie” na Ziemi. Jezeli Gawel czekal na
brata czas T (wedlug wskazan swojego zegarka), to wedlug niego podczas calej podrozy
kosmicznej Pawla az do momentu jego powrotu, uptyw czasu, zwany czasem wilasnym 7 w

rakiecie powinien wynosic:

S A )

gdzie v(t) jest zmienna w czasie predkoscia rakiety. Zatem po powrocie bracia powinni

by¢ juz w réznym wieku. Ktos mogtby tu spostrzec pewien pozorny paradoks: przeciez z
punktu widzenia Pawta, to Gawel caly czas si¢ poruszal i to Pawel po powrocie powinien
by¢ mtodszy. Btad w tym rozumowaniu polega na tym, ze uktad Pawta nie jest inercjalny
(bo rakieta musi poruszaé sie z przyspieszeniem) i dlatego relatywistyczne wzory, ktore
dotychczas wyprowadzalismy i stosowaliémy nie sg w tym uktadzie poprawne. Sytuacja z
punktu widzenia Pawta, ktory porusza sie ze zmienng predkoscia zostanie w szczegotach
oméwiona w jednym z dalszych rozdzialéw. Juz teraz mozemy jednak zdradzi¢, ze w jego
nieinercjalnym uktadzie dzieja sie rzeczy zaskakujace.

W oparciu o paradoks blizniat wykonywane byty pewne ciekawe eksperymenty. Na
przyktad jeden z dwbch zsynchronizowanych zegaréw atomowych umieszczano w ponad-
dzwiekowym samolocie, ktory odbywal dluga podrdz, po czym wracat w miejsce startu.
Okazywato sie wowczas, ze zegar, ktory odbyt podréz nieznacznie sie p6znit w stosunku do
zegara, ktory caly czas pozostawal nieruchomy. Zaobserwowane odstepstwo zgadzalo sie
zreszta idealnie ze wzorem (2.11).

Na koniec musimy uczyni¢ jeszcze jedng wazng uwage. Bez mrugniecia przetknelismy
wzér (2.11) opisujacy uplyw czasu na poruszajacym sie wewnatrz rakiety zegarze. Wzor
ten mozna rozumieé¢ nastepujaco: w chwili ¢ rakieta porusza sie z chwilowa predkoscia v(t),
ktora przez infinitezymalny czas dt¢ nie zdazy sie zmieni¢ o skonczona wartosé. Wiemy zas,
ze gdyby ze stalg predkoscia v(t) poruszal sie zegar umieszczony w inercjalnym uktadzie
odniesienia, to z punktu widzenia obserwatora spoczywajacego, ktory odmierzyt czas dt
poruszajacy sie zegar zestarzalby sie o Wdt. Piszac wzor (2.11) zaktadamy,
ze tempo zegara poruszajacego sie ze zmienng predkoscig zalezy tylko od jego chwilo-
wej predkosci, a nie zalezy od przyspieszenia, ani wyzszych pochodnych. Jest to bardzo
wazne zalozenie i nazywa si¢ je czasem postulatem zegara. Zalozenie to pozwala analizo-

wac ruch po skomplikowanej krzywej jako sume ruchéw po bardzo krotkich odcinkach ze
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statg predkoscig na kazdym z nich. Na tym fundamentalnym postulacie zbudowana jest, jak
przekonamy sie pdzniej, relatywistyczna teoria grawitacji, zwana ogdlng teorig wzglednosci.
Jaka mamy pewno$¢, ze postulat zegara jest spetniony? Z jakiego fundamentalnego prawa
to wynika? No c6z, nie mamy takiej pewnosci. Co prawda, postulat ten sprawdzony byt
w eksperymentach z przyspieszeniami, siegajacymi 10'8¢g i nawet wéwczas nie stwierdzono

wplywu przyspieszenia na uplyw czasu. Ale, jak wiadomo, nigdy nic nie wiadomo.

2.8 ZAKAZ OGLADANIA PLECOW

W znanej opowiesci o cieniach zamieszkujacych pewng planete i nie znajacych pojecia
géra-dot, niewielka osada cieni odgrodzona od swiata murem z cienia zaczeta si¢ rozrastac
na skutek wyzu demograficznego. Cienie chcgc powiekszy¢ terytorium burzyly zbudowany
mur i w jego miejsce budowaly nowy, okalajacy wieksze obszary. Za kazdym razem, gdy do
tego dochodzito, trzeba byto przygotowaé¢ wiecej cieniowych cegiet, bo nowy mur zawsze byt
dhuzszy od starego. Pewnego razu okazato si¢ jednak, ze po zajeciu nowych zakatkéw kro-
lestwa i zbudowaniu nowego muru, wcale nie zuzyto wigkszej ilodci cegiet. Nikt nie potrafit
tego wowczas wyjasni¢, a wsrod cieni rozeszta sie plotka o ztym czarze, ktory zostat na nie
rzucony. Pozniejszy bieg zdarzen stawal sie coraz dziwniejszy: gdy ponownie rozszerzono
granice krolestwa i postawiono nowy mur, zostato catkiem sporo niewykorzystanych cegiet.
Weciaz nie bylo wyjasnienia. Sytuacja powtarzata si¢ wielokrotnie, az wreszcie, w najbar-
dziej zaskakujacym wydarzeniu w historii planety, podroznicy, ktorzy wyruszyli na podbdj
potnocy spotkali si¢ z badaczami potudnia, ktérzy nadeszli z naprzeciwka. Cienie jeszcze
przez wiele lat nie odkryly trzeciego wymiaru, i tego, ze ich planeta jest w rzeczywistosci
kulista.

Zastanowmy sie, czy mozliwe jest, zeby czasoprzestrzen, w ktorej zyjemy posiadata
periodyczne warunki brzegowe? Czy poruszajac sie w pewnym wybranym kierunku odpo-
wiednio dlugo, mozliwy jest powr6t do punktu wyjscia z przeciwnej strony? Gdyby uktad,
w ktorym odbywatby si¢ periodycznie ruch byt inercjalny, to sytuacja taka przeczytaby
zasadzie wzglednosci. Wyobrazmy sobie bowiem dwdéch inercjalnych obserwatorow poru-
szajacych sie wspolnie wzdtuz tej samej prostej, lecz w przeciwnych kierunkach. Jesli w
chwili startu ze wspélnego puntu zegary obu obserwatoréw zostaty zsynchronizowane, to
W momencie ponownego spotkania powinny one réwniez wskazywaé jednakowy czas, co

wynika z symetrii zagadnienia. Jednakze z punku widzenia kazdego z obserwatoréw, ten
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drugi powinien podlegac¢ dylatacji czasu i kazdy z nich powinien oczekiwac, ze to wtasnie
on okaze sie starszy w chwili ponownego spotkania. Bytby to prawdziwy paradoks bliz-
nigt. Zatem jesli w przyrodzie obowigzuje zasada wzglednosci, to albo czasoprzestrzen nie
spetnia periodycznych warunkéw brzegowych i cho¢by$my nie wiem jak mocno wytezali
wzrok, to nigdy nie dostrzezemy w oddali swoich plecow, albo ze wzgledu na tajemnicze

zakrzywienie czasoprzestrzeni w skali kosmicznej nie istnieja uktady inercjalne.

2.9 PARADOKS ROBERTA KORZENIOWSKIEGO

W tym podrozdziale bedziemy mieli nareszcie okazje prze¢wiczy¢ w nieco bardziej ztozo-
nym rachunku nasze nowe wiadomosci dotyczace szczegolnej teorii wzglednosci. Oto kolejny
zwigzany z nig paradoks.

Rozwazmy bardzo szybki, relatywistyczny chod Roberta Korzeniowskiego. Poniewaz
wewnatrz obiektow poruszajacych sie z bardzo duzymi predkosciami czas ptynie wolniej
dla obserwatorow zewnetrznych, nalezy sie spodziewac, ze zegarek na rece Roberta Korze-
niowskiego bedzie chodzit wolniej. Powolniejsze bedzie rowniez bicie jego serca. A co mozna
powiedzie¢ o ruchu jego nég? Czy im szybciej bedzie szedl tym wolniej porusza¢ bedzie
nogami? Czy w granicy predkosci swiatta wcale nie bedzie nimi poruszat? W jaki sposob
mozna chodzi¢ nie ruszajac nogami? Jak widac, idac utarta droga tatwo sie posliznac.

Rzeczywiscie, z punktu widzenia obserwatora zewnetrznego, uptyw czasu w uktadzie
Roberta Korzeniowskiego (wielkosci w tym uktadzie oznaczaé bedziemy symbolami z pri-
mem) jest powolniejszy. Tempo uptywu czasu rézni sie o czynnik m , gdzie V jest
predkoscig chodu. Nie oznacza to jednak, ze mozna przez tenze czynnik skalowaé predkosci
wszystkich ruchéw w poruszajacym sie obiekcie! Prawo spowalniania uptywu czasu o po-
dany czynnik dotyczy obiektéw nieruchomych (na przyktad zegaréw) w poruszajacym sie
uktadzie odniesienia. Dziata ono dobrze rowniez dla obiektéw poruszajacych sie w uktadzie
primowanym powoli. Poniewaz jednak ruch noég w uktadzie primowanym musi by¢ réwnie
szybki co ruch piechura, musimy dokonaé¢ transformacji Lorentza wspotrzednych okresla-
jacych potozenie nég oraz srodka masy chodziarza niezaleznie. W tym celu wprowadzimy
najprostszy z mozliwych model chodu.

W catym problemie istotny jest ruch jedynie trzech punktéw: érodka masy A, i potozenia
dwoch stép B i C. Rozwazmy sytuacje z punktu widzenia Roberta Korzeniowskiego (czyli

w ukladzie primowanym). Przedstawia ja rysunek 2.7. W tym uktadzie $rodek masy A
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jest nieruchomy, chodnik porusza sie¢ do tytu z pewna predkoscia —V', stopa aktualnie
dotykajaca ziemi C réwniez porusza sie z predkoscig —V', a druga stopa B, przenoszona do
przodu, porusza si¢ z predkoscia V. Poniewaz zgodnie z przepisami chodu sportowego w
kazdej chwili czasu conajmniej jedna stopa musi dotyka¢ ziemi, Robert Korzeniowski chcac
is¢ jak najszybciej, stawia jedna stope jednoczesnie odrywajac druga. Powiedzmy, ze w
chwili ¢ = 0 stopa odrywana znajduje sie¢ w punkcie /% = —d, a stopa stawiana w punkcie
xe = d. Natomiast przez caly czas rodek masy A znajduje si¢ w punkcie 2, = 0. Zamiana
r6l nastepuje w chwili ¢/ = %/—d. Przez nastepne 20km ruch jest cyklicznie powtarzany.

Pytanie, ktore nas interesuje, to jak wyglada chéd z punktu widzenia obserwatora stojacego

Rysunek 2.7: Prosty model chodu w inercjalnym ukfadzie piechura.

na chodniku (uklad nieprimowany), dla ktérego $rodek masy Roberta Korzeniowskiego
porusza si¢ zgodnie z rownaniem xa = V't. Sprawdzmy najpierw przy pomocy transformacji
Lorentza, jak wygladaja czasoprzestrzenne wspotrzedne opisujgce stawianie i odrywanie

stop. Rozpocznijmy od pierwszego tupniecia: stopa C postawiona zostaje w punkcie z¢c =
—_d —_d
\/1-v2/c2’ \/1-v2/c2’
Okazuje sie jednak, ze stopy sa stawiane i odrywane w réznych chwilach: stopa B zostaje

1. —dV/62 . N B . .« .
oderwana w chwili tB = ————— jeszcze zanim zostanie postawiona stopa C CO Ina 1miejsce
\/1-V2/c? )

a stopa B oderwana w punkcie xg = — czyli krok staje sie dtuzszy.

w chwili t¢ = % (nawiasem piszac moze to by¢ przyczyna dyskwalifikacji Roberta
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Korzeniowskiego, mimo iz ten twierdzi, ze stopy zmienial jednoczesnie). Rozwazmy teraz

drugie tupniecie, w ktérym stopa B zostaje postawiona w punkcie zg = ——24— a stopa
’ \/1-V?2/c? ’

C oderwana w punkcie z¢ = ——9%— zatem krok jest znowu dtuzszy. Odpowiednie chwile
V1-v2/c2’

. . . . 2 _2d/V—dV/c? :
odpowiadajgce tym zdarzeniom to tg = 2 VAAV/E 1ay, tc = === Nastepnie proces
\/1-V2/c? \/1-V2/c?

powtarzany jest cyklicznie. Sprawdzmy teraz, ze czas oderwania stopy od ziemi wynosi:

20d 1+ %
Aty = 77;, (2.12)
)

natomiast czas, w ktérym druga stopa dotyka ziemi to:

2d V2
Aty = —1/1 — —. 2.13
YTV c? ( )
Mozemy teraz odpowiedzie¢ juz w peilni na pytanie co dzieje sie z nogami podczas re-
latywistycznego chodu wedlug naszego prostego modelu. Czas trwania pelnego cyklu, w

ktorym stopa jest przenoszona, a nastepnie spoczywa na ziemi wynosi:

4d/V

4d
%

wiedZ na pytanie, czy im szybciej idziemy, tym wolniej ruszamy nogami dla zewnetrznego

At = Aty + Aty = (2.14)

i jest dtuzszy od czasu At = 3¢ widzianego przez Roberta Korzeniowskiego. Zatem odpo-
obserwatora jest, paradoksalnie, twierdzaca! W granicy V' — ¢ czas trwania pelnego kroku
staje sie wrecz nieskoniczony! Jest i druga ciekawa obserwacja: w tej granicy obie stopy przez
wiekszo$¢ czasu frung w powietrzu robigce ogromne kroki i prawie wcale nie dotykajac ziemi.

To ostatnie stwierdzenie staje sie wrecz oczywiste, gdy zdamy sobie sprawe, ze w ukta-
dzie Roberta Korzeniowskiego caly zewnetrzny swiat (zatem réwniez chodnik) sie skraca.
I mimo, ze dhugos¢ kroku wedtug Korzeniowskiego jest zwyczajna, to skracanie chodnika
powoduje, ze kazdy krok wigze sie z pokonaniem ogromnego dystansu. Nic wiec dziwnego,
ze z punktu widzenia sedziéw kroki piechura stajag sie nienaturalnie dlugie. A poniewaz
nogi Korzeniowskiego nie moga sie wydtuzac, to jedyng mozliwoscia zrealizowania tego

scenariusza jest bieg z wydluzong fazg lotu.
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2.10 RELATYWISTYCZNE TRANSFORMACJE PREDKOSCI

Poznana dawka paradoksow teorii wzglednosci jest na razie wystarczajaca, zajmiemy sie
teraz innym zagadnieniem. Zapomnijmy na chwile o teorii wzglednosci i spdjrzmy raz
jeszcze na transformacje Galileusza (1.10). Rozwazmy ruch punktu opisanego w uktadzie

nieprimowanym réwnaniem z(t), a w uktadzie primowanym réwnaniem z’(¢'). Predkosé

punktu w pewnej chwili ¢ wynosi v(t) = dzg). 7. jaka predkoscia punkt ten poruszat sie
bedzie w uktadzie primowanym? Rézniczkujac transformacje Galileusza (1.10) bez trudu
znajdujemy:
d’  dx
B VNS V4 2.15
R T ! (2.15)

Wzér ten znamy oczywiscie z codziennego doswiadczenia, wiec niczemu sie nie dziwimy.
W podobny sposéb mozemy znalez¢ jego relatywistyczny odpowiednik rézniczkujac trans-

formacje Lorentza (1.8):

,  v=V
11—V

v (2.16)

Ta prosta metoda udato nam si¢ otrzymac wzér wyznaczajacy predkos¢ dowolnego obiektu
w uktadzie primowanym, jesli w ukltadzie nieprimowanym obiekt ten porusza sie z pred-
koscia v. Co wigcej, nasz wzor jest poprawny dla dowolnego ruchu rozwazanego punktu,
niekoniecznie ruchu ze stata predkoscia. Ze stala predkoscia V' musi sie natomiast poruszac
uktad inercjalny, z ktorego prowadzimy obserwacje.

Majac powyzszy wzor, mozemy tatwo sprawdzi¢ rzekoma statos¢ predkosci swiatta. Jesli
w jednym uktadzie cos* porusza si¢ z predkoscia v = ¢, to w drugim uktadzie, poruszajacym

sie¢ tradycyjnie z dowolng predkoscia V':

, =V 1-V/e
1 —cV/e?

v

_Cl—V/c_C' (2.17)

Zatem wszystko sie zgadza, predkos¢ swiatta po przejsciu do dowolnego inercjalnego uktadu

si¢ nie zmienia. Doskonale. Na rysunku 2.8 znajduje si¢ wykres przyktadowej zaleznosci

*niekoniecznie musi to byé¢ $wiatto
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Rysunek 2.8: Zaleznos¢ predkosci poruszajacego sig ciata od predkosci uktadu odniesienia z ktérego prowa-
dzona jest obserwacja. W uktadzie nieruchomym ciato porusza sie z predkosciag v = 0.5¢. Im szybciej porusza
sie ukfad odniesienia, tym mniejsza jest obserwowana predko$é. Dla V = v predkosci sie zréwnuja i ciato
staje sie nieruchome. Zauwazmy, ze zalezno$¢ v'(V') jest liniowa dla matych predkosci V, jak w mechanice

nierelatywistyczne;j.

predkosci obserwowanego punktu v od predkosci uktadu odniesienia V' z ktorego pro-
wadzona jest obserwacja. Przyjelismy, ze w uktadzie spoczywajacym punkt porusza sie
z predkosciag v = 0.5c. Widaé, ze im szybciej porusza si¢ uktad odniesienia, tym mniej-
sza jest obserwowana predkos¢ punktu. Dla V' = v predkosci sie zréwnuja i ciato staje
sie nieruchome. Zauwazmy, ze zaleznosé¢ v'(V') jest liniowa dla matych wartosci V', jak w

nierelatywistycznej mechanice.

Za chwile odkryjemy jednak co$ niezwyktego. W poprzednim przyktadzie obiektem ob-
serwacji byt punkt poruszajacy sie z predkosciag mniejsza niz lub rowna c. Przeprowadzimy
teraz podobng analize dla obiektu poruszajacego sie z nadswietlng predkoscig. Pamietacie
meksykanska fale krasnoludkéw na urodzinach Krélewny Sniezki? Sprawdzimy teraz, jaka
predkosé fali zaobserwuje przelatujaca na miotle z predkoscia V' Baba Jaga poruszajaca

sie wzdtuz szeregu podskakujacych krasnoludkéw — rysunek 2.9.

Powiedzmy, ze wedtug Krélewny meksykanska fala przesuwa sie z predkoscia v = 1.5¢.

Na rysunku 2.10 znajduje sie predkos¢ fali v’ zarejestrowana przez Babe Jage w zaleznosci
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Rysunek 2.9: Baba Jaga przelatujaca nad meksykanska fala krasnoludkéw.

od predkosci miotty V. Zaleznos¢ ta wydaje si¢ bardzo nieintuicyjna. Im szybciej Baba
Jaga goni fale krasnoludkéw, tym szybciej ona ucieka! Dla V' = /v predkoéé fali staje
sie nieskonczona (wszystkie krasnoludki podskakuja jednoczesnie). Dopiero przy dalszym
wzroscie predkosci miotty kierunek fali odwraca sie i fala zaczyna sie poruszaé w przeciwng
strone. Ten niecodzienny, efekt uciekajacych krasnoludkéw przypomina swiat Alicji w Kra-
inie Czaréw, nieprawdaz? Krasnoludki uciekajg Babie Jadze tym szybciej, im szybciej goni
je ona na swej miotle. Domyslamy sie tez, ze jezeli krasnoludki wykonatyby fale porusza-
jaca sie dokladnie z predkoscig swiatta, to niezaleznie od predkosci miotty, predkosé fali
bytaby zawsze taka sama — c. Zatem statos¢ predkosci Sswiatta to nie cecha samego $wiatta,
lecz wtasnos¢ czasoprzestrzeni. Niezaleznie od tego, co porusza si¢ z predkoscia c, predkosé

ta bedzie w kazdym uktadzie jednakowa.

Nasz wynik w postaci wzoréw transformacyjnych predkosci (2.16) nie jest jednak ogélny,
a dotyczy tylko jednowymiarowego ruchu wzdtuz osi . Rozwazmy zatem przypadek ruchu
tréjwymiarowego widzianego z punktu widzenia ukladu spoczywajacego oraz poruszaja-
cego sie wzdluz osi z. Jezeli ruch w uktadzie nieprimowanym opisywany jest wektorem
predkosci v = (v*, 0¥, v*) (w calym wykladzie stosujemy konwencje oznaczania wektoréw

pogrubionymi symbolami), to w ukladzie primowanym bedziemy mieli:
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Rysunek 2.10: Efekt uciekajacych krasnoludkéw. Bardzo nieintuicyjna zaleznoéé nadéwietlnej predkosci z jaka
porusza sie fala krasnoludkéw od predkosci uktadu odniesienia z ktérego prowadzona jest obserwacja. W uktadzie
nieruchomym (V/c¢ = 0) fala porusza sie z predkoscia v = 1.5¢. Im szybciej porusza sie uktad odniesienia, tym
wieksza jest obserwowana predkoéé, czyli im szybciej gonimy fale, tym szybciej ona ucieka! Dla V = ¢2/v
predko$¢ fali staje sie nieskoriczona (wszystkie krasnoludki podskakuja jednoczesnie). Przy dalszym wzroscie

predkosci uktadu odniesienia kierunek fali odwraca sie.

S vt =V
1—v*V/e?
v./1 - V2/c2
o= L Vife (2.18)
1 —v*V/c?
» v¥y/1—=V2/c?
v = :
1 —vrV/e?

Powyzszy uktad rownan transformacyjnych mozna réwniez zapisaé w ogdlnej postaci dla

dowolnej predkosci V', niekoniecznie skierowanej wzdtuz osi z. W tym celu zastepujemy

wyrazenie v, przez %, co prowadzi do dwoch réwnan:
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VY -V

vV
=25

—2¥YV)/1-V2/c2
v, = Gl 1_)1,_‘, /e (2.19)
2

C

gdzie 'v|’| i v/ oznaczaja wektorowe skladowe transformowanej predkosci, odpowiednio,

rownolegly i prostopadty do kierunku predkosci wzglednej %, natomiast wyrazenie v —
%V, to nic innego jak wektorowa sktadowa predkosci v prostopadta do %, czyli predkosé
v pomniejszona o sktadowg rownolegly. Dodajac do siebie powyzsze réwnania v’ = 'v|’| +v’

dostajemy ostatecznie:

v = . (2.20)

I pomysle¢ jak bardzo sprawy moga sie skomplikowac¢. Przypomnijmy tylko, ze zwykty,

nierelatywistyczny odpowiednik powyzszego potwora to po prostu v/ =v — V.

2.11 NOWE DOWODY W SPRAWIE RZEKOMEJ SMIERCI EL-

VISA P.

ZdadZyliémy juz sie zorientowac, ze pojecie jednoczesnosci jest raczej chwiejne — zdarzenia
jednoczesne dla jednego obserwatora, nie musza by¢ jednoczesne dla innego. Zastanowmy
sie wiec, czy to mozliwe, zeby zdarzenie z naszej przesztosci zachodzito teraz z punktu
widzenia innego obserwatora. Na przyktad: czy istnieje uktad odniesienia, w ktérym Elvis
Presley wciaz zyje?

Sformutujmy problem $cisle: niech zdarzenie A oznacza $mieré¢ Elvisa 17 sierpnia 1977
roku w Graceland, a zdarzenie B oznacza uroczystosé¢ 30. rocznicy jego Smierci, tamze.
Czy istnieje taki obserwator, ktorego linia Swiata przecina zdarzenie C, ktére jest w na-
szym uktadzie odniesienia réwnoczesne z B, a w jego ukladzie odniesienia ma miejsce
wezesniej niz A? Jesli tak, to jakie jest polozenie zdarzenia C i predko$é¢ przecinajacego je

obserwatora?
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Rysunek 2.11: Zdarzenie A oznacza émieré Elvisa, a zdarzenie B to uroczysto$¢ 30. rocznicy jego $mierci.
Zdarzenie C jest w nieprimowanym uktadzie odniesienia jednoczesne z B, a w uktadzie primowanym zachodzi

wczesniej niz A. Ptaszczyzny réwnoczesnosci w obu uktadach zaznaczono kropkowanymi liniami.

Odpowiedz na tak postawione pytanie znajduje sie na rysunku 2.11. W spoczywaja-
cym, nieprimowanym uktadzie odniesienia zdarzenie C réwnoczesne z B jest przecinane
przez linie $wiata pewnego obserwatora. Na rysunku przedstawiono przyktadowy primo-
wany uktad wspotrzednych zwigzany z poruszajacym sie obserwatorem, ktérego ptaszczy-
zna roéwnoczesnosci ' siega przesztosci zdarzenia A. Innymi stowy w ukladzie primowanym
w chwili zwigzanej ze zdarzeniem C zdarzenie A jeszcze nie nastgpito, zatem Elvis wcigz
zyje. Przedstawiony argument daje sie zastosowa¢ do dowolnego zdarzenia z przesztosci
— zawsze znajdzie si¢ obserwator, wedtug ktorego zdarzenie jeszcze nie zaszto. Co wiecej,
gdy odlegly obserwator przecinajacy C nie oddala sie od nas, lecz zbliza, jego teraz moze
siega¢ dowolnie daleko w przysztosé. Wystarczy, by rozwazany obserwator poruszal si¢ wy-
starczajaco szybko i byl wystarczajaco daleko. Oznacza to, ze istnieje uktad odniesienia,
w ktérym najblizsze losowanie totolotka (zwanego niekiedy podatkiem od glupoty) juz sie
odbyto. Nasuwa si¢ pytanie, czy mozna od takiego obserwatora dowiedzie¢ sie jakie liczby
obstawiac¢?

Spréobujmy ustali¢ jakie warunki musza by¢ spetnione, by pewne przyszte dla nas zda-
rzenie A, oddalone w czasie od naszego teraz o T bylo terazniejszoscia dla obserwatora
przecinajacego C. Zdarzenie . tu i teraz” oznaczamy B. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi
ta=0,2a =25 =0oraz tg = tc = —1. Gdy T < 0, woéwczas A znajduje si¢ w naszej
przesztosci, a gdy T" > 0 , to A jest w przysztosci. To co nas interesuje, to x¢ oraz V', czyli
potozenie i predkos¢ obserwatora, wedtug ktorego A dzieje si¢ teraz. Z przyjetej konstrukeji

wynika zadanie, aby t- = 0, skad dostajemy zwigzek:
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AT

Poniewaz zaktadamy, ze predko$é obserwatora nie przekracza c, to zachodzi |xc| > ¢|T|. To
zas oznacza, ze poruszajacy sie obserwator musi by¢ poza stozkiem przysztosci (przesztosci)
zdarzenia A. Zatem A i C nie moga tworzy¢ zwigzku przyczynowo-skutkowego. Widzimy tez,
ze dla kazdej predkosci V' znajdzie si¢ taka odlegtos¢, w ktorej ruchomy obserwator uzna
zdarzenie A za terazniejsze. Nie zachodzi natomiast przeciwna relacja. Ponadto obserwator,
wedtug ktorego losowanie totolotka miato juz miejsce jest zawsze zbyt daleko, by$my mogli
nawiaza¢ z nim jakikolwiek kontakt. On zreszta do wynikéw losowania réwniez nie ma
dostepu, mimo ze juz sie ono odbyto, bo zadnym pod$wietlnym sposobem nie zdazytyby
one do niego dotrzec.

Tak wiec mieszkancy planety znajdujacej sie 100 lat Swietlnych od nas, oddalajacej sie
od nas z predkoscia mniej wigcej £ zyja w swiecie, w ktorym Elvis wciaz gra i spiewa.
Niestety, gdy juz dotra do nich zbtakane w przestrzeni kosmicznej transmisje radiowe emi-

towane na zywo z koncertéw Elvisa, bedzie juz niestety po sprawie.

Pytania

e Czy zawsze istnieje uktad odniesienia, w ktorym dowolne dwa rézne zdarzenia sa
jednoczesne? Czy istnieje uktad odniesienia, w ktérym narodziny Davida Lyncha i
emisja ostatniego odcinka Twin Peaks odbyly sie w tym samym czasie? A w tym

samym miejscu? W przypadku odpowiedzi twierdzacej wyznacz ten uktad.

e Jakie warunki powinny spelnia¢ dwa zdarzenia, aby odpowiedZ na ktorekolwiek z
powyzszych pytan byta twierdzaca? Dla jakiej pary zdarzen odpowiedZ na obydwa

pytania jest twierdzaca?

e Czy kolejnos¢ zdarzen oddzielonych interwatem zerowym zalezy od uktadu odniesie-

nia?

e (Czy dla kazdej pary zdarzen istnieje nietrywialna transformacja Lorentza nie zmie-

niajgca odstepu czasu miedzy tymi zdarzeniami?
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e W jaki sposob z zasady wzglednosci wynika, ze skrocenie poruszajacych obiektow,

poprzeczne do kierunku ruchu jest niemozliwe?

Czy to prawda, ze skrécenie Lorentza jest efektem pozornym i wynika z tego, ze
swiatto opuszczajace obserwowany obiekt potrzebuje skonczonego czasu by dotrzec

do obserwatora?

Czy na podstawie samej transformacji Galileusza mozna udowodnié¢, ze prawdziwy
uplyw czasu i prawdziwa dtugosé¢ w obiektach poruszajacych si¢ ze stata predkoscig
jest taka sama jak dla obiektéw spoczywajacych? Jesli tak, to czy mozna w podobny
sposob wydedukowaé wlasnosci prawdziwego uptywu czasu i prawdziwych dtugosci
dla rzeczywistosci opisywanej transformacjami Lorentza? Jesli zatozymy prawdziwosé
transformacji Lorentza, czy sa jakies podstawy by przypuszczaé, ze dylatacja czasu

i skrocenie Lorentza sa jedynie zjawiskami pozornymi? Co by to miato oznaczac?

Gdyby zrezygnowacé z postulatu zegara poszukujac ogdlniejszego wyrazenia na czas
wlasny w ruchu po dowolnym torze, jakie najogoélniejsze wtasnosci powinno mieé to

wyrazenie?

Czy przy zmianie uktadu odniesienia w ogdélnosci zmieniaja sie tylko sktadowe pred-

kosci ciat wzdtuz kierunku ruchu uktadu, czy takze w kierunkach poprzecznych?

Czy to prawda, ze wartos¢ i kierunek predkosci $wiatta nie zalezy od uktadu odnie-

sienia?

Czy przejscie z uktadu A do poruszajacego sie wzgledem niego z predkoscia V' uktadu
B, a nastepnie z uktadu B do uktadu C' poruszajacego sie wzgledem B z predkoscia V'
wzdluz tej samej osi jest rownowazne przejsciu z uktadu A do uktadu D poruszajgcego

sie wzgledem A z predkoscig 2V7

Zadania

o W przestrzeni kosmicznej porusza si¢ wzdtuz wspolnej prostej sto rakiet w taki spo-

sob, ze druga oddala si¢ od pierwszej z predkoscia 0.9¢, trzecia od drugiej réwniez z
predkoscia 0.9¢ i tak dalej az do ostatniej rakiety. Jaka jest wzgledna predkos¢ setnej

rakiety wzgledem pierwszej?
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e Ze statku kosmicznego oddalajacego sie od Ziemi z radialng predkoscig v nadawana
jest audycja radiowa. Czas nadawania audycji w studio na statku wynosi 7 = 30

minut. Jak dtuga trwa odbiér audycji na Ziemi?

e W analogii do wzoru (2.20) wyprowadZ wektorowe réwnania opisujace transformacje
Lorentza dla dowolnego wektora predkosci wzglednej uktadéw i zbadaj ich granice

nierelatywistyczna.



Rozdziatl 3
OBROT THOMASA-WIGNERA®

Bgdzie kolejna niespodzianka. Przekonamy sie mianowicie, jak dywagacje na temat ki-
nematyki kota domowego prowadzag do ciekawego wniosku o dynamice spinu elektronu w
atomie. Rzecz bedzie o precesji Thomasa — relatywistycznym zjawisku, ktorego prostego
wyprowadzenia na prozno szuka¢ w podrecznikach teorii wzglednosci. W niniejszym roz-

dziale postaramy si¢ te myslowa dziure zalepic.

3.1 OBROT KOTA FILEMONA

RozwaZmy nastepujacy problem. Dwéch znanych nam juz z poprzedniego rozdzialu in-
ercjalnych obserwatoréw przyglada sie kotu Filemonowi przemykajacemu chytrze ze staltg
predkoscia. W uktadzie obserwatora Pawta Filemon biegnie z predkoscia v, natomiast we-
dtug obserwatora Gawta Filemon mknie z predkoscia v’. Czy znajac wektory v i v/ mozemy
wyznaczy¢ predkos¢ V' Gawla wzgledem Pawta, jedli wiemy, ze zwiazane z nimi uktady nie
s wzgledem siebie obrécone?

Zagadnienie nie wydaje si¢ trudne. Z tresci wynika, ze predkos¢ Pawta wzgledem Gawta
to —V'. Mozemy réwniez wprowadzi¢ uktad Filemona, w ktérym Pawel porusza si¢ zapewne
z predkoscig —v, a Gawel z predkoscia —v’, co przedstawia schematycznie rysunek 3.1.
Skoro tak, to mozna postuzy¢ sie wzorem (2.20) z odpowiednio zamienionymi predkosciami.

Jesli przechodzimy z uktadu Filemona do uktadu Pawla, wéwczas zamieniamy v — —v’,

*Niniejszy rozdzial opisuje niezwykle ciekawy, ale rachunkowo nieco bardziej ztozony problem, wiec
Czytelnik preferujacy oszczedny wysilek moze przy pierwszym czytaniu przej$é¢ od razu do kolejnego roz-

dziahu nie tracac ciagltosci wywodu.

51
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v

v

Rysunek 3.1: Schemat wzglednych predkosci trzech uktadéw odniesienia.

a V +— —uv, za$ nieznang i poszukiwang predkoscia jest v’ — V. Wstawiajac powyzsze do

wzoru (2.20) dostajemy:

1 -9 (—v' + Y20) + (v — Yo
vV — c2 ( v2 : ) ( v2 ) (31)
1— 'vc;v

W tym momencie co poniektérych moze ugodzi¢ pewien dysonans poznawczy. Z jednej
strony nasze postepowanie wydaje sic w pelni legalne, ale z drugiej... czy przypadkiem
otrzymane wyrazenie nie powinno by¢ antysymetryczng funkcja v i v’7 Krotka przerwa na
zastanowienie. Powinno! A czy jest? Na pierwszy rzut oka tego nie wida¢, rozwazmy jednak
dla pewnosci szczegdlny przypadek, w ktorym predkosci v i v’ sg prostopadte. Wowezas

otrzymane wyrazenie redukuje sie do:

V:—v’\/l—v—Z—i—v (3.2)
c? ’ '

czyli wzér antysymetryczny, owszem, nie jest! Musielidmy wiec popetni¢ gdzie$ btad w
rozumowaniu. Tu nastepuje nieco przeciggajaca sie chwila na zastanowienie.

Ot6z nasze niedopatrzenie miato miejsce, gdy wprowadziliémy uktad inercjalny kota
Filemona. Zat6zmy bowiem, ze osie tego uktadu sa réwnolegle do osi uktadu Gawta i osie

uktadu Pawtla réwniez sg réwnolegte do osi uktadu Gawla. Sytuacja taka mozliwa jest na
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przyktad, gdy Pawet porusza sie wzgledem Gawta wzdtuz osi z, a Filemon porusza sie
wzgledem Gawtla wzdtuz osi y. Wowezas wedtug Gawta skroceniu Lorentza podlega o$ x
Pawta oraz o$ y Filemona. Jednak wedtug Gawla wszystkie osie w catosci i jednoczes$nie
natozyty sie na siebie w chwili t = 0. Zwréémy uwage: jednoczesnie! A jednoczesno$cé, jak
pamietamy, zalezy od obserwatora. Oznacza to, ze jesli patrze¢ bedziemy na te samag sy-
tuacje z uktadu Pawta, to osie wcale nie natozg si¢ w catosci jednoczesnie. R6zne punkty
osi spotykaé sie beda w roéznych chwilach czasu, to za$ oznacza, ze z punktu widzenia
samych zainteresowanych, czyli Pawta i Filemona, ich osie wcale nie beda wzajemnie row-
noleglte. Jak to mozliwe? No céz, wedlug Pawta, Filemon nie porusza sie ani wzgtuz osi
x, ani wzdhuz osi y, lecz ,,ukoénie”. To za$ oznacza, ze na skutek skrécenia Lorentza osie
Filemona widziane przez Pawla nie utworza kata prostego. Do podobnych wnioskéw doj-
dzie zreszta Filemon obserwujac osie Pawta. Nalezatoby sie zatem spodziewaé, ze osie x
uktadéw Filemona i Pawta nachylone beda wedtug nich pod pewnym niezerowym katem.
Podobnie osie y obu uktadéw. Ku naszemu zaskoczeniu, sytuacja jest jednak nieco inna.
Otoz wedtug Pawta, ktéry porusza sie wzgledem Gawta wzdtuz osi z, o§ x Filemona jest
co prawda nachylona pod pewnym katem, ale osie y Pawta i Filemona sg nadal réwnolegte,
tak samo, jak byty rownolegte wedtug Gawta. Jest tak dlatego, ze transformacja Lorentza
z uktadu Gawla do uktadu Pawta nie zmienia sktadowych y-owych. Analogicznie, wedtug
Filemona poruszajacego sie wzgledem Gawtla wzdtuz osi y, osie x-owe Pawta i Filemona
sg rownolegte. Wyglada to tak, jakby uktad inercjalny Filemona i Pawta byty wzgledem
siebie obrocone o pewien zagadkowy kat. Nietrudno sie domysli¢, ze to wtasnie ten kat
jest zrodtem mnaszych ktopotow. Podajmy teraz bardziej precyzyjne rozumowanie, ktore
prowadzi do otrzymanego wniosku.

Wszystko bytoby tatwe i pickne, gdyby przejécie do uktadu poruszajacego sie z pred-
koscia v byto réwnowazne zlozeniu transformacji dla predkosci V', a nastepnie dla pred-
kosci v’. To, ze wyrazenie (3.2) nie jest antysymetryczne dowodzi, ze powyzsza teza musi
by¢ btedna. Jesli wiec zamiane wspétrzednych z uktadu spoczywajacego (ct,r) do uktadu
(ct’,r’) poruszajacego sie z predkoscia V' oznaczymy symbolem A(V'), wéwezas w ogdlno-

$ci:

A(v) # A )A(V), (3.3)

nawet dla v, v’ 1 V' zwiazanych relacja (2.20). Zastanéwmy sie zatem, czym rézni sie uktad,
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do ktérego przechodzimy z ukltadu Pawta poprzez transformacje A(v) od uktadu zadanego
poprzez ztozenie A(v’')A(V). Innymi stowy zadajmy pytanie, czym jest transformacja R

zdefiniowana rownaniem:

RA(v) = A(v)A(V). (3.4)

Przede wszystkim musimy jasno stwierdzi¢, ze rozwazane dwa uktady musza by¢ we wza-
jemnym spoczynku — jest to zagwarantowane spelieniem zwiazku (2.20). Ponadto interwat
pomiedzy dowolng para zdarzen w pierwszym uktadzie musi by¢ réwny interwatowi w dru-
gim uktadzie. Te dwa stwierdzenia oznaczaja, ze przeksztalcenie R, ktore zalezy od v i
V (v’ mozna wyrazié¢ zaleznoscia (2.20)) moze by¢ jedynie translacja, odbiciem, obrotem
przestrzennym lub ich ztozeniem. Pierwsza mozliwosé odpada ze wzgledu na to, ze transla-
cja w przestrzeni o pewien wektor rg, badZ w czasie o ¢y nie daje sie wyrazi¢ jedynie przez
predkosci (analiza wymiarowa). Odbicie réwniez nie wchodzi w gre, bo w granicy V. — 0
musi zachodzi¢ R — 1, a odbicia nie sa przeksztatceniami parametryzowanymi zadnym
ciagtym parametrem. Oznacza to, ze rozwazane dwa uktady moga by¢ (i w ogdlnosci sa!)
wzgledem siebie jedynie obrdcone. Jest zatem jasne, ze cho¢ Filemon porusza si¢ wzgledem
Pawta z predkoscia v, to Pawel wcale nie porusza si¢ wzgledem Filemona predkoscia —wv,
lecz z predkoscia —Rwv. Oznacza to, ze jedna z predkosci na diagramie 3.1 oraz réwnanie
(3.1) sa bledne.

Obrot, ktory wlasnie odkrylismy nazywa sie obrotem Thomasa-Wignera i pojawia sie w
przeksztalceniach zawsze, gdy predkosci rozwazanych uktadéw nie leza na jednej proste;j.
Rzecza godna odnotowania jest rowniez fakt, ze pojawiajacy sie obrét uktadu wspotrzed-

nych odbywa si¢ w ptaszczyznie wyznaczonej przez wektory predkosci.

3.2 PRECESJA THOMASA

Odkryty przez nas obrét pojawiajacy sie przy sktadaniu dwoch transformacji Lorentza ma
dos¢ ciekawe konsekwencje. Ot6z jesli pod wplywem zewnetrznych sit ruchome cialo zmieni
kierunek swojej predkosci, to zmianie tej musi towarzyszy¢ obrot. Tym samym ciato, ktore
porusza sie po krzywoliniowym torze musi si¢ wcigz obracaé. I to przy catkowitym braku

momentu sity. Naszym celem bedzie teraz wyznaczenie predkosci katowej tego obrotu.
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v+dv
dv’

-dv’

3}

Rysunek 3.2: Poprawny schemat wzglednych predkoéci trzech uktadéw odniesienia.

Rozwazmy ponownie scenariusz, w ktorym Gawel trzymajac na rekach Filemona poru-
sza si¢ wzgledem Pawta ze staltg predkoscia v. W pewnej chwili Filemon zaczyna poruszaé
sie wzgledem Gawta z niewielka predkoscia dv’, a jego predkosé wzgledem Pawla przecho-
dzi w v + dv. Przyjmujemy, ze uktady odniesienia Pawta i Gawta oraz Gawla i Filemona
sg parami nieobrocone. Poniewaz uktad Filemona jest nieco obrécony wzgledem uktadu
Pawta, to predkos¢ Pawta wzgledem Filemona obrdcona jest o niewielki kat w stosunku
do —(v + dv) i wynosi v. Wszystkie wzgledne predkosci przedstawione sa w poprawny

sposobna rysunku 3.2. Poszukiwany niewielki kat obrotu d{2 wynosi zatem:

dﬂzﬁx%%v—t%x@—i—dv). (3.5)
Pozostaje nam wyrazi¢ predko$¢ v poprzez v oraz dv. W tym celu skorzystamy ze wzoru
transformacyjnego (2.20) zastosowanego do przejscia z uktadu Gawta do uktadu Filemona.
Wymaga to zastapienia we wzorze (2.20) v/ — v, v — —v oraz V — dv’. Pozostawiajac

jedynie wyrazenia pierwszego rzedu w dv’ dostajemy:

v-dv’
2

VR v+ v —dv’. (3.6)

Aby uzyskaé¢ wynik koncowy musimy juz tylko wyrazi¢ dv’ poprzez dv oraz v i wstawié

do powyzszego wyrazenia. W tym celu ponownie stosujemy wzoér (2.20), tym razem jednak
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do przejscia z uktadu Pawta do uktadu Gawla, zastepujac odpowiednio v/ — dv’, v —
v+dwv oraz V' — v. Pominiecie wyrazéw wyzszego rzedu w dv’ prowadzi do nastepujacego

zwigzku:

1 -d 1 -d
dv' ~ ——— (d'v — uv) + L% (3.7)

V1 —v2/c? v 1—0v2/c? 02
Po wstawieniu wyrazenia (3.7) do (3.6), a nastepnie otrzymanego wyniku do (3.5) otrzy-

mujemy ostatecznie:

1 1
d= - | ————= 1] v xdv. 3.8
12 ( /1 _ 02/02 ) ( )

Z otrzymanego wzoru plynie wazny morat: jesli dowolny obiekt poruszajacy sie z predkoscia
v pod wpltywem pewnej sity zmieni predkosé¢ o dv, to jednoczesnie obiekt ten obroci sie
o kat —dQ (wedlug Filemona Pawel jest obr6cony operacja R, zatem Filemon wedtug
Pawla podlega obrotowi w przeciwna strone R~ — stad ujemny znak). Mimo, ze nie dziatal
zaden moment sity! Efekt jest czysto geometryczny. Mozemy wiec napisaé, ze gdy dowolny
obiekt pod wplywem zewnetrznych sit (i zerowego momentu sity) porusza sie ze zmienng

predkoscia v, wowczas obraca sie on z predkoscia katowa w dang réwnaniem:

w:—é <\/%2/62—1>vx1}. (3.9)
Jest to wlasnie stynna precesja Thomasa— efekt odkryty dopiero ponad 20 lat po ogloszeniu
teorii wzglednosci, podobno ku zaskoczeniu nawet samego Einsteina (jak twierdzil Uhlen-
beck). Jednym z bardziej znanych zjawisk, w ktorych precesja ta odgrywa wazna role jest
ruch elektronu na orbicie atomowej. Elektron poza elementarnym tadunkiem niesie réwniez
wewnetrzny moment pedu, zwany spinem (swoja droga, pojecie to wprowadzit bohater juz
drugiego nawiasu w tym rozdziale, Uhlenbeck). Podczas ruchu orbitalnego kierunek spinu
podlega precesji ze stata predkoscia katowa. Stosujac klasyczny model takiego ruchu, przy
zadanym promieniu orbity R oraz predkosci v mozemy wyznaczy¢ kat €2, o jaki obroci sie

spin elektronu po zatoczeniu pelego cyklu:

2 1 2
L <7 1) ~l (3.10)

v \/1—1)2/02_
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Widac, ze catkowity kat nie zalezy od promienia, a precesja dokonuje sie w kierunku zgod-

nym z kierunkiem ruchu orbitalnego.

3.3 KoTA FILEMONA ROZWAZAN CIAG DALSZY

Powréémy do rozwazan z podrozdziatu 3.1, w ktérym pozostat nierozwigzany, a w za-
sadzie rozwigzany blednie problem. Problem wyznaczenia wzglednej predkosci dwoch ob-
serwatoréw. Wiemy juz, gdzie popetniliémy btad w rozumowaniu, pozostaje pytanie, jakie
jest rozwiazanie poprawne? Technicznie rzecz biorac, by je znalez¢ nalezy odwrdcié wzor
wektorowy (2.20) ze wzgledu na predkosé V' przy przy zadanych wektorach v i v’. Uszla-
chetnieni gorzkim doswiadczeniem spodziewamy sie, ze poprawne wyrazenie na V' bedzie
antysymetryczng funkcjg v i v’. Wiemy co nalezy zrobié, przed nami pozostaja wylacznie
przeksztalcenia. Komu rachunki nie straszne, ten moze ponizej przesledzi¢ droge do po-
prawnego wyniku. Bardziej lekliwych zapraszamy do kolejnego rozdzialu. Rozpocznijmy

od podniesienia réwnania (2.20) skalarnie do kwadratu. Otrzymujemy wzor:

(1_’0-‘/)2 (1—v*/A(1-V?/e?) (3.11)

c? - 1—?/c?

Wynika z niego, ze gdy v < ¢ réwniez v' < c¢. Podobnie dla v > ¢ zachodzi v/ > c.
Przyjmujac, ze mamy do czynienia z pierwszym przypadkiem wyznaczamy wyrazenie na

vV, ktore nastepnie wstawiamy do wzoru (2.20) przeksztalconego do nastepujacej postaci:

vV V2 vV V2 vV
'v/<1— 02)—,/1—0—2vzv<—v2 1-— —1+ V2>' (3.12)

Po niezbyt pouczajacych, a cokolwiek nuzacych przeksztatceniach dostajemy stad naste-

pujace rownanie:

% . \/17v2/02 N \/171/2/02

= 1 1 *
L+V1-V2/e st s

Wyrazenie powyzsze jest dos¢ zwarte, cho¢ mozemy jeszcze wyznaczy¢ z niego V' bez szpe-

(3.13)

cacego mianownika. W tym celu podnosimy powyzsze réwnanie do kwadratu, wyznaczamy
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V? i ponownie je wstawiamy do réwnania. Zacisnawszy zeby dokonujemy niezbednych

przeksztalcen otrzymujac:

v V1—0v2/c2+ /1 —0v2/c? ( v v’ ) (3.14)

v’ 1—020/2 /4 -
1— 2+ ¢1_v2/c2\/{_y/2/62 VI—2j2 102

Widaé, ze nasze trudy nagrodzone zostaly niezbyt, niestety, apetycznym wzorem. I pomy-

sle¢, ze w przyblizeniu niewielkich predkosci jest tak pieknie: V ~ v — v'.

Pytania

e Czy mozliwa jest sytuacja, by dwie transformacje Lorentza nie prowadzity do obrotu

Thomasa-Wignera?

e Czy zjawisko precesji Thomasa stoi w sprzecznosci z prawem zachowania momentu

pedu?

o Gawel, co krzywo strzela. Wzdtuz osi x ptynie rzeka, ktéra ptynie Pawet. W ktoryms
momencie Pawel mija stojacego przy brzegu Gawta. Osie uktadow Pawla i Gawta w
tym momencie pokrywaja sie. Gawet za$ bawi siec w Indianina strzelajacego z tuku
w kierunku 3’ prostopadlym do nurtu rzeki. Mimo, ze osie uktadu zwigzanego ze
strzata, w ktérym spoczywa ona wzdtuz osi " pokrywaja sie z osiami uktadu Gawta,
to nie sa one réownolegte do osi uktadu Pawta. Czy oznacza to, ze wedtug Pawla

strzaly Gawta nie poruszaja sie wzdhuz swojej dtugosci, lecz pod katem?

Zadania

e Udowodnij, ze pomiedzy predkosciami v, v’ i V' speliajacymi réwnanie (2.20) za-

chodzg nastepujace relacje:
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('U _ V)2 . (vxV)?2

c2

oV 2
(1-2)

/
112—

e Stosujac model klasycznego ruchu po orbicie, oblicz kat precesji Thomasa spinu elek-
tronu po zatoczeniu pelnego obrotu wokot jadra atomu wodoru w stanie podstawo-

wym.

e Fala podskakujacych krasnoludkéw propaguje sie w uktadzie Krélewny Sniezki z nie-
skonczong predkoscia w kierunku +s (wszystkie krasnoludki stoja w rzedzie ustawio-
nym w kierunku s i podskakuja jednoczes$nie). Wyznacz predkosé V' Baby Jagi, jesli

wedtug niej fala krasnoludkéw propaguje sie z predkoscig w, przy czym w > c.
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Rozdziat 4

[LUZNA BRYLA SZTYWNA

Przed nami kolejny aspekt teorii wzglednosci. Tym razem zwigzany z ,bryta sztywng”.
Cudzystéw znalazt sie tu nieprzypadkowo, bo, jak sie wkrotce okaze, pojecie bryty sztywnej
w teorii wzglednosci jest w pewnym sensie sensu pozbawione. W mechanice nierelatywi-
stycznej bryta sztywna jest to cialo, w ktérym kazda para punktéw nie zmienia wzajemnej
odlegtosci. W mechanice osrodkéw ciagltych pojecie to uogdlnia sie dopuszczajac powsta-
wanie niewielkich odksztatcen i napie¢ w osrodku tworzacym brylte. W przypadku relaty-
wistycznym od razu na mysl przychodzi rola, jaka moze tu odgrywaé skrocenie Lorentza.
Bryta sztywna poruszajaca sie ze stalg predkodcig staje sie sptaszczona, jednak efekt ten
jest czysto geometryczny, zatem nie skutkuje powstawaniem zadnych napie¢ wewnetrznych
(co innego, gdy cialo nie porusza sie ruchem jednostajnym — do tego tematu jeszcze powré-
cimy). Okazuje sie jednak, ze nie to jest najwiekszym problemem. Aby zrozumieé istote
ktopotow jakie pojawiaja sie, gdy chcemy wprowadzi¢ do teorii wzglednosci pojecie bryty
sztywnej, przemyslmy nastepujacy przyktad.

4.1 KAZDY KIJ MA DWA KONCE (ALE PROCA MA TRZY)

Wyobraémy sobie bardzo dtugi, lekki, sztywny i wytrzymaty kij. Jezeli ztapiemy za jeden
koniec i zaczniemy kijem wymachiwac¢, to drugi koniec moze sie porusza¢ bardzo szybko.
Wystarczy do tego niewielki ruch reka, a jesli kij jest bardzo lekki, to nie trzeba nawet
wielkiej sity. Pytanie, czy majac dowolnie dlugi kij, mozna wprawi¢ w ten sposob jego
przeciwlegly koniec w dowolnie szybki ruch? Oczywiscie, nie. Nie chodzi tu o zaden prak-

tyczny ktopot zwigzany z tym, ze kij musiatby by¢ niestychanie dtugi, a przy tym nic nie

61
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wazy¢. Problem jest bardziej fundamentalny. W chwili, gdy zaczniemy ruszaé reka, wzdluz
kija zacznie propagowaé sie fala ,dzwiekowa” niosgca o tym informacje. Dlatego odlegly
koniec nie dowie sie od razu o tym, ze zaczeliSmy ruszaé kijem i przez jaki$ czas pozo-
stanie nieruchomy. Zagadnienie, jaki bedzie naprawde ruch kija jest niezwykle trudne, bo
do jego rozwigzania wymagana jest znajomos¢ dynamiki tensora napie¢ wewnatrz osrodka
z ktorego wykonany zostat kij. Nam jednak nie zalezy na znalezieniu rzeczywistej reakcji
calego kija na ruch trzymanego reka konca. Wazne jest jedynie, abySmy sie przekonali, ze
w teorii wzgledno$ci nie mozna moéwi¢ o ,sztywnosci” cial. Idealne ,nierelatywistyczne”
ciato sztywne, reaguje bowiem na dowolng site¢ zewnetrzng jednoczesnie caty swoja objeto-
scig. Tego typu btyskawiczna reakcja jest w oczywisty sposob sprzeczna z zalozeniem, ze

sygnaly nie moga poruszaé sie dowolnie szybko.

4.2 PARADOKS TYCZKARZA 1 STODOLY

Powréémy do paradoksu warszawskiego tunelu z rozdziatu 2.4. W uktadzie zwiazanym z
ciezarowka doszto do skrocenia tunelu, ktory przy odpowiedniej predkosci okazywat si¢ dla
ciezarowki za krotki. Z punktu widzenia osoby stojacej wewnatrz tunelu, to ciezaréwka
si¢ skracata i w pewnej chwili znajdowata sie w catosci wewnatrz tunelu. Rozwiazanie pro-
blemu wymagato spostrzezenia, ze w obu uktadach odniesienia réwnoczesnosé oznaczata co
innego. Jednakze uwazny Czytelnik mogl juz wowcezas zauwazy¢ kolejny problem zwigzany
z tym zagadnieniem. Oto on.

Rozwazmy sytuacje, gdy biegnacy niezwykle szybko czlowiek trzyma poziomo diuga
tyczke. Na jego drodze stoi natomiast stodota, ktorej dtugosé jest réwna diugosci tyczki —
rysunek 4.1. Biegnacy tyczkarz prébuje zmiescié¢ sie wewnatrz stodoty — rysunek 4.1 A), ale
wszystko wskazuje na to, ze mu sie to nie uda, bo stodota w jego uktadzie odniesienia sie
skraca. Jednakze w uktadzie zwiazanym ze stodotla to tyczka sie skraca, mogac bez wiek-
szego problemu zmiesci¢ sie wewnatrz. Mozemy nawet zatrzasna¢ drzwi za tyczkarzem,
gdy znajdzie sie on juz w $rodku. Mamy wiec rozbiezno$é¢ pomiedzy scenariuszami roz-
grywajacymi sie¢ w obu uktadach odniesienia. Wniosek ten wydaje si¢ sprzeczny z zasada
rownouprawnienia wszystkich uktadow inercjalnych. Jakie jest rozwiazanie problemu?

Sytuacja w uktadzie stodoty nie budzi watpliwosci: tyczkarz bez trudu zmiesci sie we-
wnatrz i bedzie mozna zamkna¢ go w srodku razem z tyczka. W momencie gdy zderzy sie

on ze $ciang stodoty, jego predkosé¢ spadnie do zera i tyczka wydtuzy sie wewnatrz stodoty
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A)

Rysunek 4.1: Biegnacy tyczkarz z punktu widzenia dwéch uktadéw odniesienia: swojego wtasnego i uktadu
stodoty. W pierwszym przypadku, stodota (ktérej drzwi s3 otwarte) doznaje skrécenia Lorentza i tyczka nie ma
szans zmiesci¢ sie w $rodku. Jednak w uktadzie stodoty, to tyczka sie skraca, zatem bez problemu zmiesci sie

w Srodku i bedzie mozna nawet zamkna¢ za niag drzwi.

utykajac pomiedzy $ciang a zamknietymi drzwiami. Zgodnie z zasada wzglednosci to samo
musi sie wydarzy¢ w uktadzie tyczkarza. I wbrew naszym poczatkowym obawom jest tak
w rzeczywistodci. Musimy jedynie zdaé¢ sobie sprawe z faktu, ze w momencie, gdy jeden
koniec tyczki zostanie uderzony przez $ciane stodoty, front stodoly nie dowie sie o tym
natychmiast, lecz jeszcze przez jaki$ czas bedzie sie poruszal wchlaniajac tyczke. Czas ten
okazuje sie wystarczajacy, by cala tyczka zmiescita si¢ wewnatrz réwniez w tym uktadzie.
W jaki sposob sie o tym przekona¢? Wykonajmy prosty rachunek.

Przyjmijmy, ze spoczynkowa dtugos¢ tyczki wynosi L, a spoczynkowa dtugosé stodoty

S, przy czym:

LVI-V2/2 < §, (4.1)

czyli w uktadzie stodoty tyczka miesci sie¢ wewnatrz. Przejdzmy teraz do uktadu tyczki,
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ktorej konce A i B znajduja sie w potozeniach zp = 0 i xg = L. W chwili £ = 0 koniec
B zostaje uderzony przez tylna sSciane stodoty, ktora porusza sie zgodnie z réwnaniem
xr = L —Vt. W tej samej chwili wzdtuz tyczki, w kierunku konca A zaczyna propagowac
si¢ z predkoscia Swiatta fala uderzeniowa niosaca informacje o zderzeniu konca B tyczki
ze stodoly. Sygnal ten porusza sie zgodnie z rownaniem zs = L — ct. W tym samym
czasie w kierunku konca A przemieszczajg sie drzwi stodoty, ktére znajduja sie w potozeniu
xp=L—-S m —V't. Chcieliby$my teraz ustali¢, czy sygnal biegnacy wzdhuz tyczki
zdazy osiggna¢ punkt A zanim miniety on zostanie przez drzwi. Sygnat dociera do punktu

xa =0 w chwili t = % Gdzie w tym momencie znajduja si¢ drzwi? Sprawdzmy:
Vv 1-V/e
Ip = L-S 1—V2/02—L—:L\/1—V2/02 W—S\/I—VQ/CQ
c c

1+V/e

SH%“ZS—S\M—VQ/CQZSVI—V/C (é—\/1+v c)

< 0= za, (42)

gdzie skorzystaliémy z nieréwnosci (4.1). A zatem koniec A nie zdazy dowiedzie¢ sie o
zderzeniu, zanim tyczka nie zostanie w catosci pozarta przez stodote i kolejny paradoks

mamy rozwiazany.

4.3 PARADOKS DWOCH KWADRATOW

Z rzekoma sztywnoscig ,,.bryty sztywnej” wiaze si¢ wiele innych interesujacych paradoksow.
Oto kolejny: rozwazmy ruch ptaski dwoch kwadratéw. Niech w spoczynkowym uktadzie od-
niesienia pierwszego kwadratu drugi porusza sie z predkoscig v wzdtuz swojej przekatnej
jak na rysunku 4.2a). Zgodnie z tym, co juz wiemy poruszajacy sie kwadrat skraca sie w
kierunku ruchu stajac si¢ rombem. Z rysunku wida¢, ze kwadraty zderza si¢, przy czym w
pierwszej kolejnosci wierzcholek pierwszego kwadratu uderzy w krawedz drugiego pozosta-
wiajac w niej zapewne widoczne wgniecenie. To samo zderzenie w uktadzie spoczynkowym
drugiego kwadratu przedstawiono na rysunku 4.2b). Widzimy, ze jako pierwsze zderza sie
wierzchotek drugiego kwadratu z krawedzia pierwszego i widoczny slad uderzenia bedzie

gdzie indziej. Poniewaz lokalizacja ,wgniecenia” nie moze zaleze¢ od ukltadu odniesienia,
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gdzie$s w przedstawionym rozumowaniu musi tkwi¢ btad. Jakie jest poprawne rozumowanie

i gdzie jest 6w blad?

Rysunek 4.2: Zderzenie kwadratéw widziane w dwéch, zwiazanych z nimi ukfadach odniesienia.

W uktadzie odniesienia, w ktérym kwadraty poruszaja sie z rownymi co do wartosci, ale
przeciwnie skierowanymi predkosciami, obydwa obiekty staja sie identycznymi rombami,
ktore zderzaja sie ze soba krawedziami. Poniewaz w tym uktadzie oba rozwazane wczesniej
wierzchotki doznajg uderzenia jednoczesnie, to w dowolnym innym uktadzie odniesienia
punkt, w ktorym w danej chwili dochodzi do zetkniecia pedzacych w przeciwnych kierun-
kach kwadratow bedzie przesuwal si¢ wzdtuz krawedzi z predkoscia wicksza niz c. Dlatego
wgniecenia beda jednakowo mocne na catej dtugosci zderzajacych si¢ obszaréw i punkty
zderzajace si¢ w pierwszej kolejnosci wecale nie pozostawia wyrazniejszych $ladow. Wynika
to z faktu, ze poszczegolne zderzajace sie punkty nie zdaza ,dowiedzie¢” sie, ze doszto juz
do zderzenia pomiedzy ich sasiadami i wytraci¢ energii decydujacej o gtebokosci wgniecenia

w danym punkcie.

4.4 PARADOKS KLOCKA NA DZIURAWYM STOLE

Oméwimy teraz jeszcze jeden paradoks zwiazany z relatywistycznym ruchem bryty sztyw-
nej. Wyobrazmy sobie kwadratowy (w swoim uktadzie spoczynkowym) klocek poruszajacy
sie po powierzchni dziurawego stotu — rysunek 4.3. W uktadzie stotu klocek doznaje skréce-
nia Lorentza i dlatego tatwo bedzie mu wpasé do otworu (rysunek 4.3A). Z drugiej strony,
z punktu widzenia klocka, to otwor sie skraca uniemozliwiajac klockowi wpadniecie do
srodka (rysunek 4.3B). Problem ten okazuje sie byé do$é skomplikowany. W momencie,

gdy klocek znajdzie si¢ czesciowo nad dziura, bedzie na niego dziatal pewien moment sity,
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A)

B)

<

Rysunek 4.3: Klocek poruszajacy sie po dziurawym stole z punktu widzenia dwéch inercjalnych uktadéw

odniesienia: A) zwigzanego ze stotem, B) zwigzanego z klockiem.

ktéry wywota ruch obrotowy. To moze bardzo skomplikowaé sprawe. Aby nieco uproscié
analize przyjmiemy, ze otwor jest poczatkowo zakryty zapadka, ktora w uktadzie stotu
zostaje calkowicie usunieta w momencie, gdy klocek w catosci znajdzie sie nad otworem.
Nasz paradoks mozemy teraz sformutowaé nastepujaco: kwadrat w swoim uktadzie odnie-
sienia nigdy w catosci nie znajduje si¢ nad otworem, bo w momencie, gdy tylni wierzchotek
znajdzie sie nad nim, przedni juz dawno bedzie po drugiej stronie. Czy oznacza to, ze w
tym uktadzie klocek nie ma szans wpasc¢? Oczywiscie, tak nie jest. Zwroémy uwage, ze w
uktadzie stotu zapadka zostaje usunieta w caltosci jednoczesnie w chwili, gdy tylni wierz-
chotek znalazt sie nad otworem. Jednak w uktadzie klocka zapadka ,znika” stopniowo,
zaczynajac od drugiego brzegu dziury jeszcze zanim klocek znajdzie si¢ w catosci nad nia.
Pamietajac, ze klocek nie moze by¢ uznany za bryte sztywng zauwazmy, ze fragment spod
ktorego usunieto zapadke zacznie spada¢ pomimo, ze reszta klocka wciaz jeszcze znajduje
sie na powierzchni stotu — rysunek 4.4. 7Z rysunku wida¢, ze wewnatrz klocka pojawia sie¢

napiecia, ktore strasznie skomplikuja cata dynamike. Widzimy bowiem, ze zwieksza sie



4.5. NAPIECIA WEWNETRZNE 67

e

Rysunek 4.4: Fragment klocka pod ktérym zapadka zostata usunieta zaczyna zsuwac sie zanim jeszcze dowie
sie o tym reszta ,kwadratu”. Prowadzi to naturalnie do powstawania z opdéznieniem silnych wewnetrznych

napiec.

objeto$¢ ,kwadratowego” klocka. Napiecia muszg zatem istnie¢ rowniez w uktadzie iner-
cjalnym zwigzanym ze stolem, w ktorym cata zapadka znika jednocze$snie. W momencie,
gdy nacisk zapadki na klocek ustaje, jego dolna krawedz zaczyna swobodnie opadac. In-
formacja o tym zaczyna sie rozchodzi¢ pionowo wzdtuz klocka i dopiero po pewnej chwili
gérna krawedz réwniez zaczyna spada¢. Powoduje to, ze i w tym uktadzie klocek rozcigga
sie, co prowadzi do powstania wewnetrznych napie¢ w materiale.

Co gorsza, to jeszcze nie koniec komplikacji. Srodek masy klocka w ukladzie stotu
poczatkowo porusza sie poziomo, lecz po usunieciu zapadki stopniowo nabywa pionowej
sktadowej predkosci. Poniewaz skrocenie Lorentza ma miejsce zawsze w kierunku ruchu, to
nawet jesli zaniedbamy efekty zwigzane z wewnetrznymi napieciami, klocek zmieni ksztalt z
prostokatnego na rownolegtoboczny — rysunek 4.5 w zwiazku ze zmiang kierunku predkosci.
Oznacza to kolejne ogromne komplikacje. Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze pomimo iz srodek
masy klocka spada, to prawy, dolny wierzchotek podnosi si¢ ponad poziom stotu. W takiej
sytuacji bardzo trudno powiedzie¢, czy klocek wpadnie do dziury, czy nie. Potrzeba by
tu bowiem szczegdtowej analizy zderzenia. Przyktad ten pokazuje jak skomplikowany moze
by¢ relatywistyczny problem bryty sztywnej. A pamietajmy, ze zajmowaliSmy sie geometrig

kwadratu — jednym z najprostszych mozliwych przyktadow.

4.5 NAPIECIA WEWNETRZNE

W iemy juz, ze w poruszajacych sie ciatach czasami musza pojawic sie napiecia wewnetrzne
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Rysunek 4.5: Ze zmiana kierunku predkosci klocka wiaze sie réwniez zmiana kierunku skrécenia Lorentza.
Klocek, ktéry w uktadzie spoczynkowym jest kwadratowy, w uktadzie stotu zmienia sie z prostokata w réwno-

legtobok.

wywotane odksztatceniami. Z caty pewnoscig jednak napie¢ tych nie ma w bryle porusza-
jacej sie ze stalg predkoscia, bo nie ma ich w uktadzie spoczynkowym bryty. Napiecia nie

moga sie przeciez pojawi¢ w wyniku przejscia do innego inercjalnego uktadu odniesienia!

~ @@

Rysunek 4.6: Tarcza wirujaca z relatywistyczna predkoécia wokét nieruchomego rdzenia.

Wyobrazmy sobie teraz okragly pierscien wirujacy wokot pionowego trzpienia, jak na ry-
sunku 4.6. Analizujac ruch kazdego elementu pierscienia osobno stwierdzamy, ze w wyniku
ruchu stycznego do okregu powinien on doznac skrocenia Lorentza. Zatem obwdd catego
pierécienia powinien sie skroci¢, co wymagatoby zmniejszenia promienia. Mimo relatywi-
stycznego ruchu, spoczywajacy rdzen uniemozliwia jednak pierscieniowi zmiane ksztalttu.
Nie moze si¢ on zatem lorentzowsko skroci¢ i z tego powodu paradoksalnie powstang we-
wnatrz pierscienia napiecia, mimo ze jego ksztalt nie ulegt wcale zmianie. Oczywiscie,
naprezenia te nie maja nic wspolnego z dziataniem sity odsrodkowej. Maja one charakter
czysto relatywistyczny. Jednakze w rzeczywistosci sita odsrodkowa odgrywa tu najwazniej-
sz role. Nie trzeba si¢ w zasadzie martwic¢, czy pierscien zmniejszy swoj promien, tylko

czy sita odsrodkowa go nie rozsadzi.
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Pytania

e (Czy ciata poruszajace si¢ ze stata predkoscia doznaja wewnetrznych napie¢ w zwiazku

ze skroceniem Lorentza? A ciata obracajace sie ze stalg predkoscig katowa?

e Rozwazmy nieruchomg bryle sztywna. Czy uzasadnione jest twierdzenie, ze jesli w
pewnym punkcie bryty przytozono nagle site, to przez bardzo krétki czas od tego

momentu bryta zachowywata si¢ jak ptyn?

Zadania

e Rozwaz paradoks dwoch zderzajacych sie¢ kwadratow omoéwiony w rozdziale 4.3. Ob-
licz predkosé, z jaka porusza sie punkt pierwszego zetkniecia kwadratéw w uktadzie,
w ktorym jeden z kwadratow spoczywa, a drugi porusza sie wzdtuz swojej przekatnej

z predkoscig v.

e Przyjmujac, ze w paradoksie klocka wpadajacego do otworu, szeroko$¢ otworu wynosi
L, a predkosé¢ klocka v, oblicz, jak dtugo znika zapadka w uktadzie zwigzanym z

klockiem.
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Rozdzial 5
KEOPOTY Z TEORIA KWANTOWA

Nadszedt czas pierwszego starcia z teorig kwantowsg oraz jej zwiazkiem ze szczegdlng teo-
rig wzglednosci. By unikna¢ ogélnikéw skupimy sie na poczatek na kwantowych wtasciwo-
Sciach swiatta, a wszystko o czym powiemy bedzie wynika¢ z ,niegroznego” z pozoru faktu

istnienia fotonow...

5.1 INTERFEROMETR MACHA-ZEHNDERA

Na rysunku 5.1 znajduje sie schemat interferometru Macha-Zehndera. Uktad sktada sie
z dwoch luster, dwoch ptytek Swiattodzielacych, ktére przepuszczaja potowe swiatta, a
potowe odbijajg oraz dwoch detektorow $wiatta.

Co sie stanie, gdy dolng ptytke o$wietlimy z lewej strony strumieniem Swiatta? Oczy-
wiscie, cze$¢ Swiatta odbije sie od niej i pdjdzie ,,gérng” droga, a czedé¢ przeniknie przez
plytke i dalej bedzie podrézowaé ,dotem”. Obie wiazki odbija sie nastepnie od luster i
natrafig na kolejna ptytke, na ktorej ponownie si¢ natoza. Jaki bedzie rezultat tej interfe-
rencji? Zalezy to od szczegdtow, o ktorych nie wspomnielismy. Zwroéémy uwage, ze swiatto
docierajace do gornego detektora moze podrozowac albo dolng droga, na ktorej zmuszone
jest dwukrotnie przej$¢ przez szklane elementy, albo gorng droga, w prozni. Ze wzgledu na
skoniczong grubosé ptytek szklanych wytworzy sie zatem niezerowa réznica drog optycznych
— $wiatto propagujace sie we szkle ma bowiem inng predkosé¢ fazowa, niz swiatto podrézu-
jace w prozni. Starannie dobierajac grubo$¢ ptytek mozemy wiec sprawi¢, by interferencja
miata charakter destruktywny i $wiatto w catosci docierato do dolnego detektora.

Teraz pora na niespodzianke. Jak wiadomo od ponad wieku, strumien $wiatta sktada

71
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Rysunek 5.1: Schemat interferometru Macha-Zehndera.

sie z niepodzielnych porcji, zwanych fotonami. Zastanéwmy sie zatem, co bedzie sie dziato,
gdy plytke swiattodzielaca ,o$wietlimy” pojedynczym fotonem. Do ktérego detektora fo-
ton moze dotrze¢ po przejsciu przez interferometr? Wydawac by sie mogto, ze foton musi
w jakis sposob ,zdecydowac sie” na jedna z drog i nie majac z czym interferowa¢ bedzie
rownie czesto wpadat do jednego detektora, co do drugiego, jesli eksperyment bedziemy
wielokrotnie powtarza¢. Co prawda nie bardzo wiadomo co miatoby decydowaé¢ o wyborze
przez foton tej, a nie innej drogi, ale czy przychodzi nam do glowy inne rozwigzanie? Oka-
zuje sie, ze musi nam przyjs¢ do gtowy inne rozwigzanie, bo nasze wnioski sa btedne. W
eksperymencie okazuje sie, ze nawet uzywajac pojedynczych fotonéw nie da sie ,,obudzi¢”
goérnego detektora. Za kazdym razem porcja Swiatta zostanie zarejestrowana w dolnym de-
tektorze. Wyglada to jak efekt interferencyjny, co oznacza, ze foton musi jednak z czyms
interferowaé. Ale z czym, z samym soba? Wyglada na to, ze nie ma innego wyjasnienia.
Zatem majac do dyspozycji dwa alternatywne sposoby przebycia interferometru foton za-

chowuje sie tak, jak gdyby podrézowal dwiema drogami jednoczesnie! Obie alternatywne
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Sciezki interferuja dokladnie w taki sposéb, w jaki interferowaty dwie fale $wietlne rozsz-
czepione na pierwszej plytce $wiattodzielace;j.

Z tego, co powiedzielismy mogtoby wynika¢, ze z jednego fotonu robia sie dwa. Czy
oznacza to, ze energia nie jest zachowana? Aby to sprawdzi¢ wystarczy postawi¢ dwa
detektory tuz za pierwsza ptytka swiattodzielaca. Ich zadaniem bedzie sprawdzenie ktoredy
yzhaprawde” podrézuje foton. I oto znéw stanie sie cos zadziwiajacego: klika¢ bedzie zawsze
tylko jeden detektor, czasami gérny, a czasami dolny. Obydwa nigdy. Sytuacja wyglada
zupelnie tak, jakby foton zorientowawszy sie, ze jest pod obserwacja postanowil nie siaé
zgorszenia i zlokalizowaé sie¢ w jednym z detektorow. Gdy natomiast nikt nie patrzy, foton
zachowuje sie zupetnie tak, jakby podrézowat obiema drogami na raz.

Postawmy kolejne prowokacyjne pytanie: co decyduje o tym, ktéry z dwoch detektorow
umieszczonych tuz za pierwsza plytka zarejestruje konkretny foton? O fotonach wiemy,
ze sg obiektami niezwykle prostymi — jesli wiec do naszego eksperymentu wykorzystamy
swiatto o ustalonej polaryzacji i dhugosci fali, to kazdy z fotonéw bedzie jednakowy. Co za-
tem sprawia, ze potowa z nich odbija sie od plytki, a potowa przez nig przechodzi? Gdyby
czynnikiem decydujacym byta jakas niepoznana jeszcze wewnetrzna struktura fotonu, co$,
co mogliby$émy nazwaé parametrem ukrytym, to wszystkie fotony odbite powinny by¢ juz
odfiltrowane, a zatem jednakowe (a przynajmniej mniej ,r6znorodne”). Jednakze umiesz-
czenie na drodze odbitej wigzki kolejnej ptytki swiattodzielacej i pary detektorow tuz za
nig ujawnia, ze znéw dokltadnie potowa fotonoéw sie odbije, a potowa przejdzie przez ptytke.
Zatem zadnego filtrowania nie ma i nie ma specjalnych podstaw, by mowic¢ o jakiejkolwiek
ukrytej strukturze fotonu.

Skoro nie potrafimy znalez¢ przyczyny, to pozostaje nam przyznaé, ze decyzja, ktory
detektor kliknie w konkretnym przypadku jest zupetie przypadkowa i niczym nieuzasad-
niona. Indeterminizm wyniku tego eksperymentu jest, wedtug doktryn mechaniki kwan-
towej, fundamentalnym prawem przyrody. Oto, w jak dziwny sposob foton ratuje zasade
zachowania energii.

W formalizmie kwantowomechanicznym ,rozdwojony” stan |¥) fotonu podrézujacego

jednoczesnie gorng i dolng droga w interferometrze zapisuje sie symbolicznie:

|W) = |foton przeszedt géra) + |foton przeszedl dotem) (5.1)

i nazywa stanem superponowanym albo po prostu superpozycjg dwoch mozliwosci. Z pozoru
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nasza kwantowa dygresja nie ma zbyt wiele wspdlnego ze szczegodlng teorig wzglednosci,

lecz za chwile przekonamy sie, ze jednak ma, i to bardzo wiele.

5.2 ZJAWISKO EPR I ZACHWIANIE PRZYCZYNOWOSCI

Do fotonéw jeszcze powrdcimy, a tymecezasem zajmiemy sie stynnym paradoksem Einstei-
na-Podolskiego-Rosena. Oto jak si¢ on przedstawia. Wyobrazmy sobie nieruchoma, radio-
aktywna (rozpadajaca sie) czastke, ktorej catkowity, wewnetrzny moment pedu, czyli spin,
jest rowny zero. Gdyby czastka byta zwykta kulks, to powiedzieliby$my po prostu, ze sie
ona nie kreci. Wiemy jednak, ze czastki to nie sa zwykte kulki i dlatego wolimy méwic¢ o ze-
rowym spinie. Z zasady zachowania pedu wynika, ze jesli czastka ta rozpadnie sie na dwie
identyczne, mniejsze czastki, to produkty oddala sie w przeciwnych kierunkach. Oprocz
zasady zachowania pedu musi by¢ réwniez spetniona zasada zachowania momentu pedu
z ktoérej wynika, ze jesli spin poszczegdlnych produktow rozpadu nie jest réwny zero, to
zawsze spin pierwszej czastki musi by¢ skierowany przeciwnie do spinu drugiej. Zgodnie z
tym, co wiemy o czastkach, ich spin nie moze by¢ dowolny. Na przyktad spin elektronu w
pewnym uktadzie jednostek wynosi % Oznacza to, ze moze on by¢ skierowany w dowolnym
kierunku, ale jego wartos¢ musi by¢ dla kazdego elektronu taka sama.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze produktami rozpadu sa wtasnie dwa elektrony. Skoro
ich spiny musza by¢ skierowane przeciwnie, to réwniez dowolna sktadowa spinu musi mie¢
rozny znak dla obu elektronéw. Zatem pomiar sktadowej spinu, na przyktad wzdtuz osi z
dla jednego elektronu, da zawsze wynik przeciwny, niz analogiczny pomiar sktadowej spinu
dla drugiego elektronu.

W jaki sposob zapisa¢ stan kwantowy pary elektronow wyprodukowanych w rozpadzie?
Sa dwie mozliwosci. Po pierwsze sktadowa spinu pierwszego elektronu moze by¢ skierowana
zgodnie z osig z, a sktadowa spinu drugiego elektronu przeciwnie. Wéwczas dwa elektrony
bylyby w stanie kwantowym |71)1]J)s. Jest tez druga, odwrotna mozliwos¢ w ktoérej elek-
trony sa w stanie | |)1| 1)2. Ktéra z alternatyw zostanie w rzeczywistosci wybrana? W
tym momencie na my$l przychodzi nastepujaca analogia. Gdy zdejmiemy z nég oba buty i
jeden rzucimy w prawo, a drugi w lewo, nie patrzac ktéry polecial w ktorg strone, wydaje
sie, ze para butéw bedzie w podobnym stanie co para elektronéw. Albo prawy but pofru-
nat w prawo, a lewy w lewo, albo na odwrdt. Okazuje sie jednak, ze sytuacja kwantowa

jest diametralnie rézna, bowiem podobnie jak w przyktadzie z poprzedniego podrozdziatu
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zrealizowane zostang obie alternatywy jednoczesnie! W przypadku butéw, ich skretnosci
zostaly ustalone juz w momencie rzucania. W przypadku elektronéw, az do momentu po-
miaru kierunki ich spinéw nie sg okreslone. Catkowity stan pary elektronéow powstatych w

rozpadzie jest postaci*:

(W) = [Tz + [ 1] D (5.2)

W gruncie rzeczy sytuacja jest bardzo podobna do oméwionej w poprzednim podrozdziale.
Réznica jest taka, ze poprzednio rozwazaliémy stan superponowany pojedynczego fotonu,
a teraz méwimy o superpozycji pary elektronéw. Zgodnie z doktryng mechaniki kwantowej
zanim nie wykonamy pomiaru, oba cztony superpozycji sa ,realizowane” jednoczesnie i
nie mozna powiedzie¢ czy ,naprawde’ pierwsza czastka ma spin skierowany w gore, czy
w dot osi z. Bardzo podobny przyktad zostat podany w stynnej pracy Einsteina, Podol-
skiego i Rosena, w ktorej autorzy wyciagneli wniosek, ze jesli mechanika kwantowa jest
teorig poprawng i kompletna, to elektrony musiatby sie ze sobg skomunikowaé¢ dopiero w
chwili pomiaru (jezeli ich spiny mierzone byly jednoczesnie), aby uniknaé zlamania za-
sady zachowania momentu pedu. Jednakze tego typu komunikacja wymagataby uzycia
przez elektrony tajemniczego sygnatu poruszajacego sie nieskonczenie szybko, co, patrzac
przez pryzmat szczegblnej teorii wzglednosci, jest dos¢é bolesne. Czy oznacza to, ze mecha-
nika kwantowa nie jest teorig kompletna? Einstein uznal, ze powyzsze rozumowanie tego
wladnie dowodzi. My jednak sprébujemy mimo wszystko przyjrzeé sie sprawie uwazniej,
tym bardziej, ze pomimo swej niecodziennosci mechanika kwantowa jeszcze ani razu, w
zadnym eksperymentalnym tescie nie zawiodta. Einstein sktaniat sie ku tezie, ze wynik po-
miaru sktadowej spinu musi by¢ od samego poczatku zdeterminowany pewnym parametrem
ukrytym, ktoérego wcigz nie odkrylismy, dlatego go nie kontrolujemy. Wedtug niego para
elektronow zachowywataby sie jak para butéw, o ktérych wspomnieliSmy wczesniej. Jed-
nakze z nastepnego podrozdzialu dowiemy sie, ze takie rozwigzanie problemu jest niezgodne
7 rzeczywistoscia, co mozna potwierdzi¢ pewnym bardzo przebieglym eksperymentem.
Einstein nie mégl przetkna¢ faktu, ze zjawisko, o ktérym pisat, wyglada z punktu wi-

dzenia mechaniki kwantowej troche tak, jak gdyby elektrony wymieniaty sygnaty ponad-

*Stosujemy zapis symboliczny. W pelni poprawny, kwantowomechaniczny stan dwéch spinéw jest
postaci % (IM114)2 = [4)1]1)2), co mozna wyznaczyé obliczajac odpowiednie wspdiczynniki Clebscha-

Gordana
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swietlne. Narzuca si¢ pytanie, czy jesli mechanika kwantowa ma racje, to mozna zastosowac
efekt EPR do przesytania informacji ponadswietlnych pomiedzy osobami dokonujacymi po-
miaréw? Gdyby byto to mozliwe, wowczas zasady przyczynowosci ulegtyby zachwianiu, o
czym przekonaliSmy si¢ juz w rozdziale 1.5. Osoba dokonujaca pomiaru spinu dowiaduje
sie jednoczesnie, jaki bedzie wynik analogicznego pomiaru na drugim elektronie mimo, ze
ten moze znajdowaé sie juz bardzo daleko, a w przeciwienstwie do chiralnosci pary butow
wynik nie byt przed pomiarem okreslony. Gdybysmy wiec mogli wpltywaé¢ na uzyskiwane
wyniki, to otworzytoby nam to droge do natychmiastowej komunikacji na odlegtos¢. Jed-
nakze zgodnie z tym, co méwi mechanika kwantowa, wynik naszego pomiaru jest zupekie
przypadkowy. Nie do$¢, ze nie mozemy na niego w zaden sposéb wpltynaé¢, to nie mozemy
go w ogélnosci nawet przewidzie¢! Doktadnie tak, jak bylo w poprzednim rozdziale z fo-
tonami padajacymi na ptytke potprzepuszczalng. Co z tego, ze natychmiast dowiadujemy
sie o rezultacie odlegtego pomiaru, skoro nie potrafimy wptywaé¢ na jego wynik? Nie po-
trafimy zmusi¢ zadnego z elektronéw znajdujacych sie w tacznym stanie (5.1) do tego by
jego spin byl skierowany tak jak nam sie podoba. Dopiero gdyby to nam sie udato, byli-
byémy w stanie przesyta¢ informacje przy pomocy ,zjawiska EPR”. Natura pomyslata to
naprawde niezwykle chytrze. Choé¢ mamy w reku pewne nielokalne (czyli dokonujace sie
na odleglosé) zjawisko, nie potrafimy go uzyé¢ do kontrolowania obiektéw na odlegtosé ze
wzgledu na jego indeterminizm (fundamentalna nieokre$lono$¢ wynikéw pomiaréw). Pyta-
nie czy to tylko przypadek, ztosliwe zrzadzenie losu, czy tez konsekwencja jakich$ bardziej

fundamentalnych praw? Do tego intrygujacego pytania jeszcze powrdcimy.

5.3 NIEROWNOSCI BELLA

Przedziwna, kwantowomechaniczna zasada méwiaca, ze w ogélnosci wynik pojedynczego
pomiaru nie jest przez nic okreslony, budzi sprzeciw u wiekszosci osob, ktore ja po raz pierw-
szy poznaja. Nic dziwnego. Styszy sie na przyktad: ,Ja w to nigdy nie uwierze! Na pewno
istnieje co$, co sprawia, ze foton odbija sie lub przechodzi przez ptytke $wiattodzielgca.
Przeciez indeterminizm to absurd!”. Powstalo nawet wiele konkurencyjnych teorii uzywa-
jacych zamiast stowa ,co$”, okreslenia parametr ukryty. Teorie te méwig: istnieja pewne,
na razie nieznane (ukryte), parametry, ktére determinuja wyniki pojedynczych pomiaréw.
Na przyktad w eksperymencie z fotonem przechodzacym przez ptytke $wiattodzielacg moze

wydawac sie, ze w rzeczywistosci o tym, czy foton odbije sie, czy przejdzie decyduje wtasnie
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jaki§ ukryty parametr. Podobnie na paradoks EPR patrzyt Einstein. Twierdzitby on, ze w
momencie wytworzenia pary elektronéw, ich spiny sa juz okreslone. Okreslone przez jaki$

niepoznany dotad, ukryty parametr.

Sytuacja radykalnie sie zmienita, gdy w 1964 roku ukazala sie praca Bella zawierajaca
stynne nieréwnosci nazwane pézniej jego nazwiskiem. Dzieki nim pojawita sie mozliwosc¢
eksperymentalnego sprawdzenia, czy ukryte parametry istnieja, czy tez nie. Aby przedsta-
wi¢ idee Bella, powr6¢émy do analizy paradoksu EPR i przyjmijmy, ze elektrony w chwili
emisji ustalaja miedzy soba parametry: ,ty bierzesz spin w gore, ja biore spin w dot i
lecimy!”. Zalézmy, ze obie czastki charakteryzuje parametr (lub zestaw parametrow) A,
okreslajacy kierunek spinu obu elektronéw. A jaka jest natura tych parametréw? Nie mam
pojecia i nic mnie to nie obchodzi — méwi Bell. Jezeli ukryte parametry rzeczywiscie ist-
nieja, to predzej czy pdzniej zostang odkryte, a na razie po prostu zaktadam, ze jakies
dziwne parametry nieznanej natury istnieja i decyduja o wynikach wszystkich pomiarow.

W eksperymencie myslowym EPR uzyliémy dwoch urzadzen mierzacych spin wzdtuz
tych samych kierunkéw (wzdtuz osi z). Nic jednak nie zabrania nam ich zmieni¢. Mozemy
przeciez urzadzenia mierzace rzut spinu ustawi¢ na pomiar réznych sktadowych momentu
pedu i zobaczy¢ jak wplynie to na wyniki. Jesli chcemy ukrytych parametréw, to musimy
przyjac, ze determinujg one wynik kazdego eksperymentu jaki przyjdzie nam do glowy
wykonaé (czyli jak by$my nie ustawili detektoréw, wynik musi by¢ zdeterminowany para-
metrem \). Wynik kazdego eksperymentu moze by¢ tylko: ,w gére” albo ,w dét”. Trzeciego
wyjscia by¢ nie moze. Jezeli w wyniku pomiaru okaze si¢, ze spin jest skierowany ,,w gore”,
to za wynik eksperymentu przyjmiemy +1, a jesli nie, to —1. Potem mozemy wykonac¢ sto
lub wiecej eksperymentéw i obliczy¢ jaki jest sredni wynik. Jesli wyjdzie on zero, to znaczy,
ze tak samo czesto spin trafia sie skierowany ,w gore” jak i ,w dot”. Srednia moze by¢ tez
dodatnia lub ujemna. Domyslamy sie, co to oznacza. W pierwszym przypadku spin bedzie
czesciej ustawiony ,w gore”, a w drugim czesciej ,w dot”. Wezmy sobie wiec dwa detektory
i jeden ustawmy w pewnej orientacji a, a drugi w orientacji b. Nastepnie sprawdzmy jakie
sa wyniki pomiaréw spinu dla obu czastek. Oznaczmy przez A, (A) wynik eksperymentu na
pierwszym elektronie, a przez Bp(A) na drugim. Jak widaé¢, wyniki (mogace jedynie przy-
ja¢ wartosci +1) zaleza tylko od ustawienia detektoréw i ukrytego parametru. Co dalej?
Powiedzmy sobie: te ukryte parametry, ktorych nie znamy, nie moga by¢ réwniez przez
nas nijak kontrolowane. Wiec tak naprawde, przypisywane sa one elektronom losowo (w

zasadzie, w naszej teorii musi istnie¢ jaki$ czynnik, ktory decyduje o tym, jaki parametr
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zostaje w danym rozpadzie przypisany, ale my go nie potrafimy kontrolowa¢, wiec wychodzi
na jedno).

Oznaczmy zbiér wszystkich mozliwych parametréw przez A. Zeby mie¢ pelng ogélnoéé,
mozemy dopusci¢ mozliwosé, ze niektore parametry trafiaja sie czedciej, a inne rzadziej, wiec
okres$lamy jaki$ nieznany rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze wszystkich parametrow
p(A). Im wieksza wartosé p(\), tym czesciej bedzie trafiat sie parametr A\. Suma wszystkich
prawdopodobieristw musi byé réwna jednosci, tzn. [ dAp(\) = 1. Skoro juz wszystko to
ustaliliSmy, przystapmy do rachunkéw. Obliczmy najpierw, jaki jest $redni iloczyn wynikéw

otrzymanych dla obu czastek:

Fla,b) = /A A\ p(N) Aa(N) By(A). (5.3)

Dodajmy tu istotng uwage: powyzszy wzoér kamufluje pewne wazne zalozenie. Mianowicie
takie, ze wyniki obu pomiaréw sg niezalezne. Innymi stowy, pomiary dokonane na odle-
glych czastkach nie maja na siebie wptywu (zaltozZenie to nazywa sie postulatem lokalnosci).
Formalne zastosowanie tego zatozenia polega na przyjeciu, ze wynik pomiaru spinéw moze
by¢ zapisany w postaci iloczynu wynikéw dla pierwszego i drugiego elektronu osobno (to
wcale nie jest takie oczywiste i po prostu zaktadamy, ze tak jest). Skorzystamy teraz z ele-
mentarnego twierdzenia catkowego: | [ f(z)] < [|f(x)|. Mozemy dokonaé serii pomiardw
przy pewnych ustawieniach detektoréw i obliczy¢ wartosé srednia, nastepnie powtorzyc
procedure zmieniajac jeden z kierunkéw, a na koncu odja¢ od siebie otrzymane wyniki i

wzia¢ warto$¢ bezwzgledna. Otrzymamy wowczas:

|E(a’,b) — B(a’,b)]| < / APV [Aar (V) Bo(A) = Aar(N) By (V). (5.4)

a jak sie uwazniej przyjrzeé, to sie okaze, ze prawa strona moze by¢ réwniez zapisana w

sprytny sposob:

/ AAp(N) | Aw| | By(1 £ AuBy) — By (1 £ AuBy)]- (5.5)
A

Znak + mozemy sobie wybra¢ na konicu jaki nam sie spodoba. Dla prostoty pomineliémy w
zapisie zalezno$¢ wynikéw od parametru A\. Wiemy, ze dla kazdego A mamy |A. ()| = 1.

Zatem ostatnie wyrazenie rOwna si¢ po prostu:
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/ dAp(A) [By(1+ AuBy) — By (1 + ABy)| <

A

S / d)\]?()\) “Bb|(1 + Aa,Bb’) -+ ‘Bb'Kl + AaBb> =
A

_ / NPV 2 (AaBy + AuBy)| = 2% (B(a. ¥) + Ba.b)). (5.6)
A

W wyniku tych wszystkich zawitych (choé przyznacie, niezbyt wyrafinowanych) rachunkow,

dostajemy nieréwnos¢:

|E(a’,b) — E(a’,b')| <2+ (E(a,b’) + E(a,b)), (5.7)

a 7 tego juz tatwo otrzymujemy to, co nazywa sie wtasnie nierdwnosciqg Bella (wystarczy

sprytnie dobraé¢ znaki: raz plus, a raz minus w powyzszym wyrazeniu):

-2 < S(a,b,a’,b") <2, (5.8)

gdzie

S(a,b,a’,b’) = E(a,b) + E(a,b’) + E(a’,b) — E(a’, V). (5.9)

Chyba nikt nie spodziewa sig, ze ten prosty wynik moze tak wiele znaczy¢. Zatem czeka
nas spora niespodzianka. Okazuje sie (te rachunki sobie juz darujemy), ze jesli zapytaé
mechanike kwantows, jaka jest warto$¢ kombinacji S dla pewnych szczegdlnych ustawien
detektoréw, to okaze sie, ze mozemy dostaé¢ wynik nawet S = 2v/2, co zdecydowanie tamie
nierownos¢ Bella. Mamy nareszcie to, na co czekaliSmy: znalezlismy mozliwo$é¢ ekspery-
mentalnej weryfikacji przyjetych zalozen (determinizmu i lokalnosci) w naszym modelu
rzeczywistosci. Wystarczy w odpowiedni sposob ustawi¢ detektory, zmierzy¢ przy ich po-
mocy spiny wielu par elektronéw, obliczy¢ wartosci $rednie i utworzy¢ z nich kombinacje
S. Jezeli otrzymany wynik przekroczy wartos¢ 2 (jak to przewiduje mechanika kwantowa),
to bedzie to bezposredni dowdd nieadekwatnosci przyjetych zatozen do badanej sytuacji

fizycznej! Jaki jest werdykt? Eksperymenty badajace nieréwnosci Bella (w nieco zmienionej
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formie, przystosowanej do mozliwosci praktycznych) zostaly juz wykonane. Jak dotad za
kazdym razem, ogtaszano jednoglosny werdykt na korzys¢ mechaniki kwantowej: nierow-
nosci Bella sa tamane! C6z moze to oznaczac¢? Na pewno tyle, ze przyjety przez nas ogblny
model lokalnych teorii parametrow ukrytych nie jest poprawnym opisem praw przyrody.

Wydaje sig, ze nic sobie ona nie robi z naszych zdroworozsadkowych oczekiwan.

Pytania

e (Czy tamanie nieréwnosci Bella jest sprzeczne z doktrynami szczegdlnej teorii wzgled-

nosci?

e Czy kazde zjawisko, ktére spetnia nieréwnosci Bella moze zostaé opisane determini-

stycznag teorig?

e Czy kazde zjawisko, ktére tamie nieréwnosci Bella musi by¢ uznane za niedetermini-

styczne?

o Czy kazde zjawisko, ktore tamie nieréwnosci Bella musi by¢ uznane za nielokalne?

Z.adania

e Pawel i Gawel postanowili zagra¢ w gre strategiczng. Reguly gry ustalili nastepujace.
Kazdy z nich musi udac sie do osobnego pomieszczenia i w réwnych odstepach czasu,
poczawszy od ustalonej godziny, wykonaé serie n rzutéw monety zapisujac wyniki.
Obok kazdego wyniku O lub R kazdy z nich musi dopisa¢ jedna z dwoch liczb 1
lub —1 wybrang zgodnie z dowolnie przyjetym algorytmem. Przed rozpoczeciem serii
rzutow Pawel i Gawel moga sie naradzi¢ co do stosowanego przez kazdego z nich
algorytmu, ale w trakcie wykonywania serii nie wolno im sie juz komunikowac¢. Po
zakonczeniu wszystkich n rzutéw spotykaja sie ponownie i konfrontuja otrzymane
wyniki. Wyszukuja na swoich listach wynikow takie rzuty moneta, w ktérych oby-
dwaj otrzymali jednoczesnie wynik O i dla tego podzbioru serii n obliczaja $redni
iloczyn Epo liczb, ktore kazdy z nich dopisat przy danym rzucie. Nastepnie powta-
rzaja obliczenia dla rzutéw, w ktérych obaj otrzymali R (FErg), potem to samo dla

rzutéw, w ktérych Pawel otrzymal O, a Gawel R (Epr) i na konicu odwrotnie (Fro).
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Na koniec trzy pierwsze srednie do siebie dodaja, a czwarta odejmuja otrzymujac
wynik S = Foo + Err + For — Ero. Celem gry jest znalezienie takiej strategii
dopisywania liczb przy kazdym wyniku rzutu, zeby dla bardzo duzych n zachodzito
S >21lub § < —2. W jaki spos6b mozna pomédc Pawlowi i Gawltowi w odniesieniu

zwyciestwa?

e Wyznacz nieréwnosé Bella w przypadku, gdy mozliwe wyniki pomiaréw A(X) i B(\)

wynosza nie +1, lecz 0 lub 1.

o Kwantowomechaniczna funkcja korelacji polaryzacyjnego stanu pary fotonéw wynosi
E(a,b) = —a - b. Podaj schemat pomiaru polaryzacji par fotonéw, ktéry pozwala

ztamaé nieréwnosé Bella (5.8).
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Rozdzial 6
SWIATEO

Z wycieczki po $wiecie mechaniki kwantowej powracamy do teorii wzglednosci. W tym
rozdziale opiszemy kilka efektéw relatywistycznych zwigzanych ze swiattem. Oprécz styn-
nego efektu Dopplera opowiemy takze o tym, jak poruszajacy sie osrodek ciggnie za sobg
propagujace sie w nim swiatto oraz sprawdzimy, czy to prawda, ze kat padania réwny jest

katowi odbicia.

6.1 RELATYWISTYCZNY EFEKT DOPPLERA

Zaczniemy od relatywistycznego efektu Dopplera, o ktérym kazdy z Was zapewne styszal.
Jezeli swiatto emitowane jest przez ruchome Zrédlo, to predkosé fali Swietlnej nie zalezy
od predkosci zrédta. Natomiast od predkosci zrodta zalezy czesto$é emitowanej fali. Stad
bierze si¢ wtasnie stynne ,przesuniecie ku czerwieni” widma oddalajacych sie gwiazd i
galaktyk. Niektorzy twierdzg réwniez, ze z tego samego powodu $wiatta zblizajacego sie
samochodu sg biate, ale oddalajacego sie sa juz czerwone.

Rozwazmy zatem zrodto, ktére w swoim spoczynkowym uktadzie inercjalnym emituje
we wszystkich kierunkach swiatto o dtugosci fali \g. Niech w innym inercjalnym uktadzie
odniesienia zrédto to porusza sie z predkoscig v o sktadowych radialnej i transwersalnej
(vr,v,). Naszym celem bedzie znalezienie dtugosci fali $wiatta A w tym uktadzie.

Jak wiadomo, swiatto nie jest niczym innym jak propagujaca sie fala elektromagne-
tyczna. Powiedzmy, ze dwa kolejne wezty takiej fali zostaly wyemitowane w chwilach ¢4 i
&, gdy zrodto znajdowato sie w odlegtosciach ra i rg od obserwatora. Chwile odbioru swia-

tta w punkcie r = 0 wynosza: ty =ty + 2 i3 = 5 + 2. Znajdujemy stad zarejestrowang

83
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dtugoéc fali:

g — TA c(tg — i) ( v")
A= c(th —1%) = c(ti — 15 1+7):7 1+— ) =
(13 13) =t~ 1) (14 2= =

1+ 2%

V1—02/c?

gdzie czasy primowane sg mierzone w uktadzie inercjalnym chwilowo zwigzanym ze zré-

dtem, a v" jest radialng sktadowa predkosci Zzrédta wzgledem obserwatora. Wzor, ktory
otrzymalismy rozni sie od nierelatywistycznego wzoru na przesuniecie Dopplera tradycyj-
nie o czynnik m Czynnik ten jest jednak bardzo wazny, bo ujawnia mozliwos¢
obserwowania przesuniecia Dopplera dla zrodia, ktére sie nie oddala, tylko obraca wokot
obserwatora. Jak wida¢, dtugosci fal elektromagnetycznych emitowanych przez oddalajace
sie zrodla staja sie wieksze (czyli Swiatto jest bardziej czerwone), podczas gdy zroédia zbli-
zajace sie emituja $wiatlo o mniejszej dlugosci (przesuniecie ku fioletowi). To ostatnie
stwierdzenie nie jest jednak prawdziwe w ogélnosci. Przyjrzyjmy sie wzorowi (6.1) — wy-
nika z niego, ze zrodto zblizajace sie do obserwatora po pewnym spiralnym torze, moze nie
doznawadé przesuniecia ku fioletowi, a nawet by¢ przesuniete ku czerwieni! A ktos méogtby

pomyslec, ze efekt Dopplera niczym go juz nie zdziwi.

6.2 TUNOSZENIE SWIATLA PRZEZ RUCHOMY OSRODEK

Przed nami kolejna niespodzianka. Zawsze, gdy méwi sie, ze predkos¢ swiatta wynosi c,
nalezy doda¢ sakramentalne ,w prézni”. Wiadomo bowiem, ze w osrodkach takich jak
szkto, czy woda, predkos¢ swiatta jest mniejsza niz c¢ i nic nie stoi nawet na przeszkodzie,
zeby w tego typu osrodku od $wiatta szybciej poruszat sie na przyktad elektron. Predkosé
fotonu w takim materiale wynosi z grubsza =, gdzie n > 1 jest pewnym wspotczynnikiem
charakteryzujacym osérodek. To dla osrodka nieruchomego. A jaka jest predkosé swiatta w
osrodku o wspotezynniku n i poruszajacym si¢ z predkoscig v? Czy réwniez wynosi =7 Nic
podobnego.

Aby dosta¢ poprawng predkos¢ swiatta w poruszajacym sie osrodku, nalezy po prostu

przetransformowac predkos¢ ¢ z uktadu, w ktorym osrodek spoczywa do uktadu, w ktorym
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sie porusza. Jezeli w uktadzie osrodka $wiatto propaguje si¢ w kierunku osi z i chcemy od-
powiedzie¢ na pytanie jaka bedzie predkos¢ $wiatta w uktadzie, w ktorym osrodek porusza

sie z predkoscia V' wzdluz osi —x, wystarczy zastosowaé wzér (2.16):

c—nV
ne—V'~

Oznacza to ni mniej ni wigcej, tylko ze jesli osrodek porusza si¢ z predkoscia —+, to w tym

v =

=C

=3 e

(6.2)

-V
_ Vv
uktadzie swiatto spoczywa. Kto by sie spodziewal? Efekt wyglada doktadnie tak, jakby
osrodek ,ciagnal” za sobg $wiatto lub je ,unosil”. Doktadnie w taki sam sposob, w jaki

plynaca rzeka unosi pltywajaca po niej kaczke.

6.3 ODBICIE SWIATEA OD LUSTRA

Wiemy, ze Swiatto odbija sie od spoczywajacego lustra pod takim samym katem, pod jakim
pada. Dowodzi tego nastepujace rozumowanie. Dhugosé fali odbitego $wiatta jest taka sama,
co dtugos¢ fali swiatta padajacego, zatem z zasady zachowania pedu (sktadowej réwnolegte;
do powierzchni lustra) otrzymujemy réwno$¢ katow padania i odbicia. Wiemy bowiem, ze
ped $wiatta zalezy od dtugosci fali. Jednak poruszajace sie lustro moze zmieni¢ czestosé
odbijanego swiatta. Dlatego jesli w odbiciu ma by¢ zachowana sktadowa pedu réwnolegta
do powierzchni lustra, kat odbicia musi rézni¢ sie od kata padania. Nie poznaliSmy jeszcze
zasad relatywistycznej dynamiki, ale zwigzek pomiedzy rozwazanymi katami mozna znalezé

wytacznie przy uzyciu tego co wiemy juz teraz.

\Gz

Rysunek 6.1: Odbicie $wiatta od nieruchomego lustra.

Rozwazmy (primowany) uktad wspétrzednych, w ktérym o$ 2’ jest prostopadta do po-

wierzchni nieruchomego lustra — rysunek 6.1. W tym uktadzie czestos¢ swiatta nie zmienia
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sie przy odbiciu, wiec kat padania jest réwny katowi odbicia, #’. Oznacza to, ze sktadowa z’
predkosei fali padajacej jest rowna vy = —csin ¢, a fali odbitej vy¥ = csin 6. Odpowiednie
sktadowe predkosci w uktadzie, w ktorym lustro porusza sie z predkoscia V' wzdtuz osi z,

mozna tatwo znalezé korzystajac ze wzoru odwrotnego do (2.16):

" —csing +V 0
v = ———— = —csin
P 1— %sin o’ P
(6.3)
" csing +V ,
v, = ——— =csinb,,
1+ % sind

gdzie 0, jest katem padania $wiatta, a 6, jest katem odbicia w uktadzie, w ktérym lustro
porusza sie¢ z predkoscig V. Widzimy, ze dla V' = 0 oba katy sa réowne: 6, = 6,. Aby znalez¢

zaleznosé jednego kata od drugiego, pozbywamy sie 6 z réwnan (6.3) otrzymujac zwiazek:

14+ 2Ysin7t g, + &

sinf, = sin 0 ) 6.4
" 14+ 2Ysing, + (64)

Zwroémy uwage, ze dla lustra, ktorego predkosé dazy do predkosci swiatta mamy:
lim sin 0° = 1, (6.5)

V—c

czyli 0, dazy do 3. Latwo jest ,machajac rekami” uzasadni¢, dlaczego kat odbicia jest
wiekszy niz kat padania. Ot6z $wiatto padajace pod jakims katem posiada pewng sktadowa
pedu réwnolegtego do powierzchni lustra. W wyniku odbicia sktadowa ta nie moze sie¢
zmieni¢. Jednakze, gdy lustro porusza si¢ tak jak w omawianym przyktadzie, to podczas
odbicia skraca sie dtugos$¢ fali Swiatta, czyli zwieksza sie jego ped. Aby skompensowadé te
zmiane pedu, Swiatto musi odbi¢ sie pod wickszym katem, dzigki czemu ped ,,poprzeczny”
udaje sie zachowa¢. Gdy predkosé lustra jest niewielka w porownaniu z predkoscia Swiatta
V < ¢, wowcezas efekt Dopplera prawie nie wystepuje i kat padania jest niemal rowny

katowi odbicia.

Pytania

e Czy zrodio swiatta, ktorego odlegtosé od inercjalnego obserwatora stale sie zwieksza

jest zawsze charakteryzowana widmem przesunietym ku czerwieni?
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e Czy zrodto swiatta, ktérego odlegtosé od inercjalnego obserwatora stale sie zmniejsza

jest zawsze charakteryzowana widmem przesunietym ku fioletowi?
e Czy kat padania swiatta na lustro jest zawsze réwny katowi odbicia?

o Czy predkos$c swiatta w rzece wzgledem brzegu rzeki zalezy od predkosci wody?

Zadania

e Kierowca samochodu zatrzymany przez policjanta za przejechanie przez skrzyzowanie
na czerwonym swietle ttumaczy sie, ze w wyniku efektu Dopplera swiatto czerwone
wydato mu si¢ zielone. Dopuszczalna predkosé w terenie zabudowanym to 0.5¢. Ile
punktéw karnych z tytutu nadmiernej predkosci grozi kierowcy, jesli za kazde nad-

programowe 0.01c dostaje si¢ jeden punkt karny?

o Zrédlo $wiatta porusza sie wzgledem spoczywajacego obserwatora wzdtuz krzywoli-
niowego toru z pewna stata co do wartosci predkoscig w taki sposob, ze widmo swiatta
rejestrowane przez obserwatora jest doktadnie takie, jak dla zrédta spoczywajacego.

Wyznacz mozliwe tory ruchu zrédta.
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Rozdzial 7

POZORNE DEFORMACJE RUCHOMYCH

OBIEKTOW

Obiekty poruszajace si¢ z duzymi predkosciami ulegajg skroceniu Lorentza. Wydawacé
by sie mogtlo, ze lecaca szybko na miotle Baba Jaga bedzie wygladata na krotsza niz w
spoczynku. Nic podobnego! Baba Jaga bedzie rzeczywiscie krotsza, ale jej wyglad bedzie
zupetnie inny. Brzmi od rzeczy? Problem polega na tym, ze to, co widzimy, to swiatto do-
cierajace do naszych oczu od poruszajacego sie obiektu. A poniewaz rozwazany obiekt sam
porusza sie z predkosciami porownywalnymi z predkoscig Swiatta, jego obraz bedzie bar-
dzo znieksztatcony. W tym rozdziale zajmiemy sie wtasnie tym zagadnieniem. Sprébujemy
odpowiedzie¢ na pytanie, jak wygladaja proste, geometryczne obiekty w relatywistycznym

ruchu.

7.1 OKRAG W KSZTALCIE KIELBASY

Rozpoczniemy od przestudiowania obrazu okregu poruszajacego sie¢ wzdtuz swojej $red-
nicy. Wiemy juz z poprzednich rozdziatow, ze rzeczywistym ksztaltem takiego ,okregu”
jest elipsa. Musimy sie teraz zastanowi¢, w jaki sposéb okresli¢ jego wyglad, czyli jak
wygladataby fotografia ruchomego okregu.

Przede wszystkim bedziemy potrzebowaé rownania okreslajacego rzeczywiste potozenie
punktéw na okregu. W jego ukladzie spoczynkowym moze ono byé¢ postaci 22 + y? =
R?, 2 = d. Stosujac transformacje Lorentza bez trudu znajdujemy réwnanie okreélajace

ksztatt okregu” w uktadzie, w ktorym porusza si¢ on wzdtuz osi x z predkoscia V:

89
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(x — Vit)?

2 2
1—V2/02+y =R, z=d. (7.1)

Rozwazmy teraz promienie $wiatta emitowane przez ten okrag, ktére dotarty do aparatu
fotograficznego umieszczonego w poczatku uktadu wspétrzednych w chwili ¢,. Ich ,réwna-
nie ruchu” jest postaci: x2 +y*+ 22 = c2(t, — t)%. Jezeli potraktujemy nasze réwnania jako
uktad, to jego rozwigzaniem bedzie zbior zdarzen w czasoprzestrzeni, w ktorych zostato
wyemitowane Swiatto docierajace do aparatu. Z uktadu tego nalezy w pierwszej kolejnosci
wyeliminowac ¢, gdyz nie interesujg nas chwile emisji, tylko punkty, z ktérych swiatto zo-
stalo wyemitowane. Wyznaczajac ¢t z drugiego réwnania i wstawiajac do (7.1) dostajemy

rOwnanie czwartego stopnia:

(. — Vi, + L /22 + 2 + d?)?

1—-V2/c? Tyt =R (7.2)

Rozwiazaniem réwnania jest krzywa czwartego stopnia, ktoérej ksztatt wyznaczyliémy nu-
merycznie — rysunek 7.1. Wynik jest zaiste piorunujacy. Na rysunku znajduja sie zbiory
punktéw, z ktérych emitowane byto Swiatto docierajace do aparatu w okreslonych chwi-
lach. Przyjelismy, ze okrag o promieniu R = 1 poruszal sie z predkoscig V' = 0.9¢, a jego
odlegtos¢ od plaszczyzny (x,y) wynosita d = 3. Z rysunku wynika, ze zblizajacy si¢ okrag
wyglada na niestychanie wydtuzony, a oddalajacy sie przypomina ksztattem kietbase.

Wykonane fotografie beda nieco rézni¢ sie od obrazéw znajdujacych sie na rysunku 7.1,
jesli aparat bedzie ustawiony pod pewnym katem do ptaszczyzny ruchu okregu. W zwiazku
z tym, obraz ulegnie dodatkowemu ,Scisnieciu” wzdtuz osi z. Okaze sie, ze po uwzglednie-
niu tego $cisniecia, elipsa w chwili ¢, = 0 bedzie wyglada¢ jak idealny okrag, o ile aparat
bedzie ,celowal” w jej srodek. Poniewaz jednak ludzkie oko (i mézg) posiada zdolnosé do-
strzegania glebi obrazu, efekt ten bedzie w zasadzie ,sztuczny” réwniez dlatego, ze widmo
swiatta roznych punktéw okregu bedzie przesuniete dopplerowsko w rézny sposob. Punkty
zblizajacego sie okregu, ktoére sg bardziej odlegte od obserwatora bedg wydawad sie niebie-
skawe, a te blizej czerwonawe. Gdyby natomiast poruszajacy sie okrag zostal oswietlony
od tytu, jego cien bytby rzeczywiscie okragty w chwili ¢, = 0.

Podobna analize mozemy powtorzy¢ dla dowolnego plaskiego ciata, ktérego ksztatt w

spoczynku opisuje réwnanie postaci F'(z,y) = 0 i poruszajacego sie w swej plaszczyznie z
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Rysunek 7.1: Punkty poruszajacego sie okregu, z ktérych dobiega éwiatfo do aparatu fotograficznego. ,Zdje-

cia" robione byty w réwnych odstepach czasu, predkos¢ okregu wynosita 0.9¢, a odlegtos¢ aparatu od ptaszczyzny

‘ R
ruchu réwna byta .
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predkoscia v wzdtuz osi x. Dla takiego ksztattu, pozorny obraz zarejestrowany przez aparat

fotograficzny w chwili ¢, jest dany réwnaniem:

F (aj — .o _ﬁw)’o ~ 0. (7.3)

Dla urozmaicenia, przeanalizujmy jako przyklad kontur przedstawiajacy rower [4] — rysunek
7.2.

Rysunek 7.2: Spoczywajacy rower.

Analiza nie jest zbyt skomplikowana, bo rower sktada sie wylgcznie z odcinkéw i okre-
gbw, opisywanych elementarnymi réwnaniami. Dlatego postugujac sie wzorem (7.3) mo-
zemy przeanalizowa¢ wyglad kazdego z tych elementéw osobno, a nastepnie ztozy¢ otrzy-
mane ksztalty w catos¢. Numeryczne rozwigzania tego réwnania znajduja sie na rysunku
7.3. Sa na nim fotografie” roweru jadacego z predkoscia v = 0.8¢ wykonane z odlegtosci
rownej Srednicy kota roweru w kilku réwnych odstepach czasu. Przyznacie, ze zdjecia sa
niezwykle zaskakujace. Na trzecim od gory zdjeciu, srodek przejezdzajacego roweru aku-
rat mijal obserwatora. Wezesniejsze zdjecia ukazuja rower zblizajacy sie, podczas gdy na

kolejnych rower juz oddala sie od aparatu.

7.2 KULA W KSZTALCIE KULI

Okazuje sie, ze bardzo interesujacymi wtlasno$ciami wizualnymi moze poszczyci¢ sie poru-
szajaca si¢ kula. Przekonamy sie za chwile, ze niezaleznie od kierunku i wartosci predkosci,
cien rzucany przez nig na ptaszczyzne prostopadla do kierunku padania promieni jest za-
wsze okragty.

Rozwazmy dowolny, spoczynkowy uktad kuli — rysunek 7.4. W tym uktadzie ,,obwo6dka”

kuli jest okragta. Mozemy to wyrazi¢ réwnaniem opisujacym potozenie punktoéw na ob-
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Rysunek 7.3: Fotografie roweru jadacego z predkoscia v = 0.8c wykonane z odlegtoéci réwnej érednicy kota
roweru w kilku réwnych odstepach czasu. W chwili wykonywania trzeciej fotografii $rodek roweru wtasnie mijat

aparat fotograficzny.
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wiedni kuli, z ktorych do obserwatora docieraja promienie swiatta w okreslonej chwili.

Przyktadowy bieg tych promieni jest przedstawiony na rysunku 7.4.

’

y
A

Rysunek 7.4: Kula widziana w dowolnym spoczynkowym ukfadzie odniesienia.

W uktadzie spoczynkowym kuli oznaczmy wersor skierowany od obserwatora do srodka
kuli przez a’, natomiast wektor od obserwatora do punktu w ktérym promien Swiatla
rozpoczyna swoj bieg przez r’. Kat pomiedzy a’ oraz r’ oznaczmy przez 0. Wowczas

rownanie stozka swietlnego:

r'-a’ =2'd" +y'd¥ + 2a”* =1 cosd = —ct’' cos ¢ (7.4)

okregla bieg promieni wyemitowanych w chwili ¢ < 0, ktére dotarty do obserwatora w
chwili ¢/ = 0. Analogiczne réwnanie promieni docierajacych do obserwatora poruszajacego

sie z predkoscia V' wzdtuz osi x w chwili, gdy obserwatorzy mijaja si¢ jest postaci:

=Vt oy 4 0 t—aV/c?
————a a¥+ zd” = —c—t—
V1=V2/c? Y V1=V2/c?

Otrzymalidémy je dokonujac transformacji Lorentza wspélrzednych i czasu wystepujacych

cost'. (7.5)

w poprzednim réwnaniu. Po pomnozeniu obu stron przez dowolna stata N i drobnych

przeksztatceniach dostajemy stad:
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xa’x —Vcost/c cosf —Va'"/c
V1-V2/c? V1=V2Z/e2

Przyjrzyjmy sie uwaznie otrzymanemu wyrazeniu — jest ono tej samej postaci, co rownanie

N+ yNd"¥ + 2Nd”* = —ctN (7.6)

(7.4), tylko zapisane przy uzyciu wspolrzednych nieprimowanych oraz z innym wersorem i

katem. Po podstawieniu

Na’“” —Vcost'/c

a =
V1=V2/c?
a¥ = Na"
(7.7)
az — NG,/Z
/I Iz
cosd — Ncos@ Va®/c

Jiovie

i wybraniu N w taki sposéb, by dtugosé¢ wersora a wynosita 1, otrzymujemy réwnanie:

r-a = xa’ +ya’ + za® = —ctcos 0, (7.8)

ktore jest takze rownaniem stozka, co oznacza, ze cien rzucany przez poruszajaca sie kule
jest wciaz okragly. Co prawda wybraliSmy szczegélna chwile obserwacji t), = t, = 0, jednak
ze wzgledu na dowolno$¢ potozenia kuli w uktadzie primowanym, nasz wynik jest zupetnie
ogolny: kula poruszajaca si¢ z dowolna, statg predkoscia zawsze rzuca okragly cien. W
roznych uktadach cien bedzie padal z réznych kierunkéw a i bedzie miat rézne rozmiary

katowe 6, jednak bedzie zawsze okragly.

Pytania

e Czy na podstawie analizy pozornego ksztattu ruchomej kuli mozemy powiedzie¢ cos
o pozornym ksztatcie ruchomego okregu w chwili, gdy okrag ten mija obserwatora?

Uzasadnij odpowiedZ analiza rownania (7.3).
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Zadania

e Wrzgledem spoczywajacego obserwatora porusza sie prostoliniowo i ze stata predko-
Scig niewielki obiekt. Jego pozorna predkos¢ wynosi 2¢. Jaka jest rzeczywista predkosé

obiektu? Obserwator znajduje sie w punkcie przecinajacym tor ruchu.

e (Czy istnieje maksymalna pozorna predkos¢ okreslana na podstawie $wiatta dociera-

jacego od poruszajacego sie obiektu? Jesli tak — podaj ja.



Rozdziat 8

DYNAMIKA RELATYWISTYCZNA

Dotychczas zajmowaliSmy sie niemal wylgcznie relatywistyczng kinematyka i jej konse-
kwencjami. To zabawne, ze materiat ten w nierelatywistycznej mechanice jest niemal try-
wialny i na wiekszosci wyktadow poswieca mu sie z tego powodu bardzo niewiele czasu. O
wiele szerszym dzialem mechaniki jest nierelatywistyczna dynamika. Poniewaz w naszym
wyktadzie ktadziemy nacisk na nowe pojecia i zjawiska niewystepujace w wersji niere-
latywistycznej, dynamice po$wiecimy jedynie jeden rozdziat analizujac réznice pomiedzy

dynamika relatywistyczna i nierelatywistyczna.

8.1 KONIEC TRZY PO TRZY. CZTEROWEKTORY.

Podobnie jak w tréjwymiarowej przestrzeni wygodnym pojeciem jest wektor posiadajacy
trzy niezalezne sktadowe, tak w czterowymiarowej czasoprzestrzeni pomocnym obiektem
jest czterowektor. Naturalnym kandydatem na czterowektor jest zbior liczb okreslajacych
chwile i potozenie jakiego$ zdarzenia (ct, z,y, z), albo w skrocie (ct,r). Czynnik ¢ zostat
wprowadzony, aby wymiar wszystkich sktadowych czterowektora byt jednakowy. Z po-
przednich rozdzialow wiemy juz, w jaki sposéb transformuje sie czterowektor pomiedzy
réznymi uktadami wspétrzednych z (ct,r) na (ct’,r’). Transformacja Lorentza opisujaca
owo przejécie zachowuje, jak wiemy, wielko$¢ (ct)? —r-r, ktéra mozemy nazwaé kwadratem
,dhugosci” czterowektora. Ten prosty przyktad podsuwa nam pomyst na nastepujace uogol-
nienie pojecia czterowektora. Czterowektorem bedziemy nazywac zestaw czterech wielkosci
(A9 AL, A% A3) albo (A%, A), ktére pod wpltywem przejscia do uktadu inercjalnego poru-
szajacego sie z predkodcia V' wzdtuz osi z przechodzg w (A, A’):

97



98 ROZDZIAL 8. DYNAMIKA RELATYWISTYCZNA

4 A® — AW /e
V1=V2/c?
o Al — A /¢
V1=V2/c?
A/Q — A2
AP = AP (8.1)

lub ogoélniej, w przypadku dowolnego wektora predkosci V' ruchomego uktadu odniesienia:

A/O _ AO—A'CV
-
AV AVY — AY
A = A-— 2 V + = (8.2)

Nasza definicja méwi po prostu, ze czterowektorem jest wszystko, co transformuje sie jak
czteropotozenie (ct,r). Tak zdefiniowana wielko$¢ bedziemy oznaczaé greckim indeksem u
gory: A",

Z tatwoscia sprawdzamy, ze pod wplywem transformacji (8.1) lub (8.2) wyrazenie
(A%)%2 — A-A nie zmienia swojej wartosci, czyli jest réwne (A"°)* — A’-A’. Nie mozemy prze-
pusci¢ tak niepowtarzalnej okazji i nie nazwaé¢ powyzszego wyrazenia kwadratem dlugosci
naszego dowolnego czterowektora. Wszakze w fizyce (jak réwniez w matematyce) kazdy nie-
zmiennik jest wazny i zostaje obdarowany nazwa (wyznacznik macierzy w algebrze, dtugosé
i odstep czasu w mechanice nierelatywistycznej, tadunek elektryczny w elektrodynamice,
kwadrat modutu funkcji falowej w mechanice kwantowej — wszystkie te wielkosci sa wazne
dlatego, ze sie nie zmieniaja pod wpltywem pewnych przeksztatcen). Dtugos$é czterowektora
A" mozemy przedstawi¢ wprowadzajac elegancka notacje korzystajaca z greckich indekséw
p i v przyjmujacych wartosci od 0 do 3: n,, A*AY, gdzie A" jest u-ta sktadows czterowek-
tora A", 1, nazywa sie metryka czasoprzestrzeni Minkowskiego (charakteryzujaca ukltady

inercjalne) lub w skrocie metrykg Minkowskiego, ktéra ma postac:
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: (8.3)

1
|0
e 0
0
a ponadto w domysle stosowana jest konwencja sumacyjna Einsteina mowiaca, ze w jed-
nomianowych wyrazeniach, w ktorych powtarza sie jakis indeks nalezy wykona¢ po nim
sume po catym przebiegu zmiennos$ci. W tym wypadku domyslng sume przebiegajaca od
0 do 3 wykonujemy po indeksach p oraz v.

Mozna ponadto sprawdzi¢, ze dla dowolnej pary czterowektoréw A" i B transformacja
Lorentza nie zmienia wartosci wyrazenia A°B°— A B! — A2 B2 — A3 B3, co w skrdcie mozemy
zapisac jako: 1, A*BY = 1), A" B" . Transformacja Lorentza jest liniowa, z czego wynika, ze
czterowektorem jest zatem takze dowolna kombinacja liniowa czterowektorow aA* 4+ S B*,
czyli przy transformacji Lorentza nie zmienia sie wyrazenie: 1, («A*+5B*)(a A+ B") =
N (A" + BB™) (0 A™ + BB"™).

8.2 MAGICZNA CZTEROREGULA

Powstze wlasnosci czterowektorow sg ogdlnie znane, jest jednak jeszcze jedna niezwykta
wlasnos¢ czterowektorow, ktora wydaje sie by¢ niezauwazona w wiekszo$ci opracowan i o
ktorej chcielibysmy teraz opowiedzie¢. Rozwazmy uktad inercjalny K oraz poruszajacy sie
wzgledem niego z predkoscia V' uktad K’. Pokazemy, ze dla dowolnego czterowektora A*

zachodzi nastepujaca tozsamosc:

A—A _ V/c (8.4)

AV A1 1 -V2/2

gdzie po lewej stronie wystepuje w liczniku roznica przestrzennych, a w mianowniku suma

czasowych sktadowych czterowektora wziete w uktadach K i K’. Prawa strona natomiast
w ogole nie zalezy od A", co wydaje sie zadziwiajace. Oznacza to, ze dla dwdch, absolutnie

dowolnych czterowektorow A* i B* musi zachodzi¢ réwnosc:

A-A" B-B
A0 L A0~ B0 po° (8.5)
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Aby udowodnié¢ magiczna regule (8.4) wprowadzmy trzeci uklad inercjalny K” taki, ze
K porusza sie wzgledem K” z pewng predkoscia —U, a K’ porusza sie wzgledem K" z
predkoscig U. Czyli uktad K” jest jak gdyby ,pomiedzy” K i K'. Zaktadamy przy tym, ze
osie wszystkich trzech ukltadéw sg nieobrécone. Dokonajmy teraz transformacji A" i A*
wystepujacych w lewej stronie réwnania (8.4) do uktadu K”. Podstawiajac wzory trans-
formacyjne (8.2), dla predkosci, odpowiednio —U i U dostajemy po skroceniu wiekszosci
wyrazow, ze lewa strona réownania (8.4) rowna jest po prostu % Ze wzoréw transfor-

macyjnych dla predkosci dostajemy zwiazek V' = ktory mozna tatwo odwrécié

U
14U2/c?
otrzymujac prawg strone réwnania (8.4).

8.3 CZTEROPREDKOSC I JEJ WSPOLZMIENNICZOSC

Na razie zdefiniowaliémy w abstrakcyjny sposéb nowe i ogdlne pojecie czterowektora. Przy-
dalby sie teraz jakis przyktad. Przypusémy, ze w pewnym uktadzie inercjalnym czterowek-
tor v’ ma sktadowe (c,0,0,0). Przechodzac do uktadu, ktéry porusza sie z predkoscia —v

nasz czterowektor, na mocy definicji (8.2), transformuje sie na:

o= <\/1—v2/c27\/1—v2/c2> . (8.6)

Jesli w primowanym uktadzie wspétrzednych pewien obiekt znajdowatl sie w spoczynku,
to w uktadzie nieprimowanym porusza sie z predkoscig v, a wielkoscig czterowektorows
opisujaca ten ruch jest wtasnie wielko$¢ v* dana wyrazeniem (8.6) i nazywana czteropred-
koScig. Otrzymane wyrazenie (ponownie jak wszystkie inne czterowektory, w ktérych wy-
stepuje predkos¢) posiada bardzo wazna wlasno$é nazywang wspétzmienniczo$cig. Polega
ona na tym, ze gdy przechodzimy do nowego ukladu odniesienia mozemy przetransfor-
mowac nasz czterowektor na dwa sposoby i obie metody daja doktadnie ten sam wynik.
Pierwsza metoda, jest po prostu skorzystanie z definicji (8.2) w celu obliczenia poszczeg6l-
nych sktadowych czterowektora w nowym uktadzie. Natomiast alternatywnym sposobem
jest wyliczenie predkosci v/ w nowym ukladzie na podstawie wzoréw (2.20) i wstawienie

jej bezposrednio do wyrazenia (8.6):

v (v) = v (V). (8.7)
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Wiasnos¢ wspotzmienniczosci czteropredkosci v* sprawdziliémy juz w jednym, szczegdl-
nym przypadku rozwazajac primowany ukltad odniesienia, w ktorym predkosé¢ v znikata.
Do tego uktadu mozemy przejsé stosunkowo tatwo biorac we wzorze (2.20) V' = v i dosta-
jac natychmiast v’ = 0. Procedura ta prowadzi z powrotem do czterowektora (c,0,0,0) i
jest réwnowazna zastosowaniu definicji (8.2). Chcieliby$my jednak wykazaé¢ wsp6tzmienni-
czos¢ w przypadku ogélnym, gdy przechodzimy z wyrazeniem (8.6) do dowolnego uktadu
odniesienia.

Przeksztatémy najpierw czterowektor v* stosujac wzér transformacyjny dla predkosci.
W osiagnieciu celu wygodnie nam bedzie skorzystaé z wyrazenia (3.11), ktére po drobnych

zabiegach przyjmuje postac:

1 _ 1—v-V/c?
VI—v2/2 \J1—v2/\/1-V2]c2

Wynik ten jest identyczny z uzyskanym poprzez bezposrednie wstawienie v* do wzoru

(8.8)

transformacyjnego (8.2) dla czasowej sktadowej czterowektora A°. W analogiczny sposob
otrzymujemy dow6d wspoétzmienniczosei sktadowej przestrzennej. Stosujac wzory (2.20) i
(8.8) dostajemy:

v'je Y G (v-%FV) - (V- 5¥V) (8.9)
V1—0v7?/c? B cy/1—0v2/c2\/1—V2/c2 ’ .

co znéw idealnie zgadza sie z wynikiem uzyskanym na mocy definicji (8.2). Dowodzi to

petnej wspotzmienniczosci v*.
Sprawdzimy jeszcze tozsamosé, ktéra powinna by¢ juz zupetnie oczywista, mianowicie,

ze dtugosé czteropredkosci nie zmienia sie przy zmianie uktadu odniesienia:

2 2
c v 9
—| | Y= =¢. 8.10
<\/1—v2/c2> (N/l—v2/02> (8.10)
Zatem dlugoéé ta wynosi po prostu c.
Na deser zostawiliémy pewien smakotyk. By¢ moze pamietacie, ile trzeba sie byto name-

czy¢, by rozwiaza¢ problem Pawta, Gawta i Filemona opisany w rozdziale 37 Szczegolnie

meczace byto wyprowadzenie wzoru (3.13). Zwrdécie teraz uwage, ze tozsamosé ta jest
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niczym innym, jak $wiezo poznana magiczna czteroregula (8.4), zastosowanej do cztero-
wektora predkosci v*. Ile pracy mogliSmy zaoszczedzi¢! Powinniscie juz zaczaé lubi¢ nowe,

niezwykle pozyteczne pojecie czterowektora.

8.4 (CZTEROPED

Z czteropredkosci mozemy zbudowaé¢ wiele innych czterowektoréw. Na przyktad mnozac

wyrazenie (8.6) przez dowolng stala m otrzymamy nowy czterowektor, ktérego kwadrat

dhugodci wynosi m2c?:

= <\/l—02/02’\/1—1)2/02> ' (8.11)

Czy czterowektor ten odgrywa jakas szczegdélng role? By sie o tym przekonaé rozwinmy
jego poszczegdlne sktadowe w szereg do drugiego rzedu (wlacznie) stosujac przyblizenie

malych predkosci:

mc muv

mv

V1—0v%/c?

Wzory zaczynaja wyglada¢ znajomo: w rozwinieciu pierwszej sktadowej rozpoznajemy wy-

(8.12)

Q

mv -+ ...

razenie na energie kinetyczna czastki o masie m poruszajacej sie z predkoscig v. Znane z
m?
2
kowo podzielone przez c. Natomiast pierwszy czton rozwiniecia drugiego wyrazenia wyglada

przedszkola wyrazenie jest jednak przeskalowane o addytywny czynnik mec? i dodat-
jak ped tej samej czastki. Czy to rzeczywiscie mozliwe, ze otrzymane wyrazenia okreslaja
relatywistyczna energie czastki swobodnej (podzielona przez ¢ dla ujednolicenia jednostek) i
jej relatywistyczny ped? Mozemy to sprawdzi¢ rozwazajac przypadek zderzenia sprezystego
dwoch cial. Jezeli okaze sie, ze we wszystkich mozliwych uktadach odniesienia spetniona
jest zasada zachowania naszych kandydatéw na energie swobodng i ped, to oznaczaé to

bedzie, ze zaproponowane wyrazenia, nazwijmy je roboczo E i p:
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Rysunek 8.1: Dwie jednakowe kule zderzajace sie sprezyscie w uktadzie $rodka masy.

me?

B muv
P V1—02/c?

rzeczywiscie stanowig dobre relatywistyczne uogélnienie pojecia energii i pedu swobodnej

E =

(8.13)

czastki. Rozpatrzmy najprostszy mozliwy przypadek dwoéch identycznych kul o masie m
zderzajacych si¢ sprezyscie w uktadzie srodka masy — rysunek 8.1. Jak wida¢, dopuszczamy
sytuacje ogdlng, w ktoérej zderzenie nie musi by¢ centralne.

Po zderzeniu predkosci obu kul musza mieé¢ jednakowsg warto$é¢ i by¢ przeciwnie skie-
rowane. Nie wynika to z zasady zachowania pedu czy energii (ktérych przeciez jeszcze nie
znamy), ale z symetrii zagadnienia. Mozemy réwniez wywnioskowaé stosujac argument sy-
metrii, ze predkosci kul po zderzeniu maja te sama wartos¢ co przed zderzeniem. Wynika
to z faktu, ze zderzenie catkowicie sprezyste powinno by¢ odwracalne w czasie. Gdyby w
wyniku zderzenia predkosci zmalaty, to myslowo odwracajac proces w czasie okazatoby sie,
ze w procesie odwroconym predkosci wzrosty. Oznacza to, ze przy pewnych predkosciach
zderzenia v po zderzeniu predko$é¢ musiataby wzrosnaé¢, a przy innych z kolei zmale¢. Mu-
siataby zatem istnie¢ takze pewna szczegdlna predkosé, ktorej wartos¢ nie zmienia sie w
trakcie zderzenia. Poniewaz nie istnieje nic, co miatoby te predkosé¢ wyrdzniaé¢, to musimy

przyjac¢, ze w elastycznym zderzeniu jednakowych kul w uktadzie sSrodka masy moga zmie-
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ni¢ sie jedynie kierunki predkosci i to wylacznie w symetryczny sposéb (jak na rysunku
8.1).

Skoro tak, to w naszym zderzeniu zachowana jest zarowno suma wielkosci E dla obu
kulek, jak i suma wektorowa wielkosci p. Sumy te wynosza odpowiednio \/% oraz 0.
Natomiast z naszych poprzednich rozwazan dotyczacych wspélzmienniczosci oraz z faktu,
ze suma czterowektorow jest réwniez czterowektorem wynika, ze réwnanie wyrazajace obie
zasady zachowania sa takze wspolzmiennicze. To zas powoduje, ze zarowno energia, jak i
ped beda automatycznie zachowane w kazdym innym uktadzie odniesienia. Zatem od teraz
mozemy juz oficjalnie nazywaé wielkosci wystepujace w réwnaniach (8.13) energig i pedem
czqstki swobodnej o masie m i predkosci v. Co prawda powinnisSmy jeszcze wykazacé, ze

energia i ped swobodnej czastki jest rowniez zachowana w zderzeniu elastycznym kulek o

roznych masach, jednak to zadanie zostawimy zainteresowanemu Czytelnikowi.

W tym momencie powinno by¢ juz zupelnie jasne, dlaczego czterowektor (8.11) na-
zywany jest czterowektorem energii-pedu lub w skrocie czteropedem. Wypiszemy jeszcze

wazny i czesto stosowany zwigzek pomiedzy energia i pedem czastki swobodnej. Zastosu-

jemy po prostu wzoér na kwadrat dtugosci czterowektora energii-pedu: (%)2 — p? = m?c?
lub réwnowaznie:
E? = (mc®)* + p*c?. (8.14)

Mozemy juz teraz odpowiedzie¢ na bardzo wazne pytanie: co w zasadzie sprawia, ze nie da
sie rozpedzié¢ czastki do dowolnie duzej predkosci? Dlaczego, uzywajac odpowiednio duzej
energii do rozpedzenia czastki, nie mozemy nadac jej predkosci wigkszej niz ¢? Odpowiedz
na to pytanie kryje si¢ we wzorze na energic. Wynika z niego, ze energia czastki, ktorej
predkosé¢ zbliza sie do ¢ gwaltownie wzrasta az do nieskonczonosci. Oznacza to, ze do
rozpedzenia masywnej czastki do predkosci swiatta trzeba by uzy¢ nieskonczonej energii,

a to jest oczywiscie niemozliwe.
Analizujac wzory (8.13) mozemy réwniez stwierdzi¢, ze czastki, ktére nie posiadaja
masy, a przenosza energie i ped (na przyktad fotony), musza zawsze poruszaé sie z pred-

koscig $wiatta.
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8.5 E=md

Nadszedt wlagciwy moment, aby zrozumieé¢ sens legendarnej formuty Einsteina F = mc?
parafrazowanej na drzwiach niektérych toalet, jako £ = wc?. Pod koniec tego podrozdziatu
wszystko powinno byé¢ juz jasne. Na poczatek powrdémy do rozwiniecia wyrazenia na
energie (podzielona przez c) czastki swobodnej o masie m (8.12). W pierwszym czlonie
pojawia sie znajomy czynnik mc? nazywany niekiedy energig spoczynkowq. Czy ma on
jakie$ znaczenie? Kto$ mogltby przeciez powiedzied, ze energie tak czy inaczej definiujemy
z dokladnoscia do dowolnej statej addytywnej (a nawet multiplikatywnej, przeskalowujac
mase). Mogliby$my na przyklad rozwazaé wyrazenie na energie kinetyczna postaci E —
mc?, tak aby energia czastki spoczywajacej wynosita zero. Co prawda tego typu energia
nie bytaby sktadowa czterowektora, ale czy jest to wystarczajacy powdd, by czynnik ten
traktowaé¢ powaznie? Sama elegancja nie jest dowodem na to, ze energia spoczynkowa ma

jakiekolwiek znaczenie fizyczne (dla niektérych elegancja moze by¢ jednak wazna sugestia).

Aby przekonac sie o znaczeniu czynnika spoczynkowego, przeanalizujmy idealnie nieela-
styczne zderzenie dwoch jednakowych kulek o masie m. W uktadzie srodka masy kulki po
prostu skleja sie ze soba pozostajac po zderzeniu nieruchome. Co stanie sie z ich energig?
Wiemy to chociazby z mechaniki nierelatywistycznej: cze$¢ energii kinetycznej zamieni sie
na ciepto, a cze$¢ wywota deformacje materiatu. Podobnie jak w mechanice nierelatywi-
stycznej oczekujemy, ze niezaleznie od tego czy energia mechaniczna jest zachowana, czy
nie, zachowany bedzie ped. I rzeczywiscie, w uktadzie srodka masy ped jest zachowany.
Chcieliby$émy, by podobnie dziato sie w innych uktadach inercjalnych. By to sprawdzi¢
przyjmijmy, ze przed zderzeniem, w uktadzie srodka masy kulki poruszaja sie z pred-
kosciami +w. Laczny ped p’ obu kulek przed zderzeniem w ukladzie inercjalnym poru-
szajacym sie z predkoscia V' wzgledem uktadu srodka masy otrzymujemy korzystajac z

uzyskanego wezesniej wzoru (8.9):
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TR - (v - )
= m

V1—02/c2/1—-V2/c?

VI E (o ) - (v - 32Y)

\/1 — 1)2/02\/1 —V2/c?

+m

—2mV

= ) 8.15
V1—0v2/c2\ /1 —V2/c2 (8.15)
Natomiast predkos$¢ zlepionych kulek wynosi po prostu —V', zatem ich ped...
—2mV
' n (8.16)

p=—.
/1 V2
c2

...zaraz, zaraz, cos tu sie nie zgadza! Wyrazenia na ped przed zderzeniem (8.15) i po zderze-
niu (8.16) sa rézne! Wyglada to tak, jak gdyby ped nie byl w tym uktadzie zachowany, albo
masa ztaczonych kulek wynosita nie 2m, ale 1377:2/& Przyjmijmy hipoteze, ze ped w tym
uktadzie jest jednak zachowany. Czy to mozliwe, by masa kulek ulegta zmianie? Przeciez sa
to wciaz te same kulki co przed zderzeniem. Rézni je najwyzej temperatura, czyli energia
wewnetrzna. Chwileczke, chwileczke, wiemy przeciez, ze energia wewnetrzna, to po prostu
ruch czasteczek, z ktorych zbudowane sa nasze kulki. Wieksza energia wewnetrzna oznacza
wicksza predkosé tych czasteczek. Czy to jednak mozliwe, zeby masa poruszajacych sie

czasteczek realnie wzrastala ze wzrostem ich predkosci? We wzorze na relatywistyczny ped
m
1—v2/c2’

czastki (lub kulki). Zauwazmy, ze jesli na moment zalozymy, ze czynnik ten wyznacza rze-

(8.13) wystepuje czynnik ktory wyglada jak relatywistyczna masa poruszajacej sie

czywistg mase poruszajacego sie ciata, ktora jest zachowana w zderzeniach nieelastycznych,

to nasze klopoty z niezachowaniem pedu znikna! Energia, ktorg trzeba wlozyé¢, by rozpe-
m02
\/1-v2/c?

masa relatywistyczna rozpedzonej kulki to \/1%%, podczas gdy jej masa spoczynkowa

dzi¢ kulke do predkosci v, jest réwna — mc?. Wedtug naszej roboczej hipotezy

wynosi po prostu m. Zauwazmy, ze wielkosci te spetniajg nastepujacy zwiazek:

AE = Amc?, (8.17)
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wynikajacy bezposrednio z koniecznosci ratowania zasady zachowania pedu w zderzeniach
nieelastycznych.

Majac w pamieci mikroskopowy obraz kulek, potrafimy od poczatku przesledzi¢ losy za-
gubionej energii. Poczatkowo chtodne kulki posiadaty pewna energie spoczynkowa oraz do-
datkowsq energie kinetyczna. W momencie zderzenia energia kinetyczna zostata zamieniona
na ciepto, czyli energie kinetyczne czasteczek materiatu. Wzrost ich predkosci spowodowat
wzrost ich mas — czyli w opisie makroskopowym wzrost masy spoczynkowej ztaczonych
kulek, a zatem rowniez ich energii spoczynkowych. Oznacza to, ze wzrost masy spoczyn-
kowej zderzonych kulek moglismy uwazac¢ za efekt kinematyczny pamigtajac o ich budowie
wewnetrznej. Problem pojawi sie, gdy zapytamy o zderzenia nieelastyczne badz rozpady
czastek elementarnych, nie posiadajacych wewnetrznej struktury. W tym przypadku, nasze
relatywistyczne wzory na energie i ped sa nadal poprawne i mamy ten sam problem: musi
wzrosnaé masa spoczynkowa, lecz tym razem efekt nie moze by¢ juz kinematyczny, bo
wewnatrz czgstek elementarnych nie ma juz niczego, co mogtoby sie ruszac¢! Nie pozostaje
nam nic innego jak przyjac, ze zwiazek pomiedzy masg a energia nie jest prawem wylacznie
kinematycznym, ale fundamentalnym prawem przyrody spelnionym nawet, gdy wewnatrz

masy nie ma zadnego ruchu. Napiszmy wiec raz jeszcze:

E =mc, (8.18)

gdzie F jest energig spoczywajacej czastki. Widzimy, ze mc? nie jest weale nieistotna stala,
a masa musi by¢ jedng z dostepnych form energii. Inaczej w zderzeniach nieelastycznych
nie bytby zachowany ped. Nie jest to zreszta wcale czysta teoria. Dzieki poprawnosci tego
wzoru powiodta si¢ przeciez budowa bomby atomowe;j!

Zwrbémy jeszcze uwage, ze w przeciwienstwie do mechaniki nierelatywistycznej, w zde-
rzeniach nieelastycznych w przypadku relatywistycznym zachowana jest energia. Poniewaz
za$ jest ona, z dokladnoscia do stalej c? tym samym, co relatywistyczna masa, to i ta

ostatnia jest zachowana we wszystkich mozliwych zderzeniach.

8.6 RELATYWISTYCZNA SIEA I II PRAWO NEWTONA

[1ekro¢ rozwazamy dowolny, zamkniety uktad cial, spelniona jest zasada zachowania cal-

kowitego pedu (a takze energii). Jednakze czesto rozwaza sie ped pojedynczego ciala na
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ktore dzialajg ciata zewnetrzne, nieuwzglednione w uktadzie. Wéwcezas ped rozwazanego
ciata moze sie, naturalnie, zmienia¢. Mowimy wtedy, ze za zmiane pedu odpowiedzialna
jest dziatajaca sifa. W gruncie rzeczy pojecie sity jest obiektem czysto pomocniczym,
utatwiajacym opisywanie oddziatywan pomiedzy ciatami. W mechanice nierelatywistycznej
sita pojawia sie (i jest niejako definiowana) w réwnaniu Newtona F' = ma lub réwnowaznie
F = i—i’. W jaki sposob uogdélni¢ pojecie sity na przypadek relatywistyczny? Zwroémy
dp _ . d v

ai ma\/ﬁ Nie dOSC, 7e

wektory te przyjmujg rozne wartosci, to moga mie¢ nawet rozne kierunki. Aby zdefiniowad

uwage, ze w teorii wzglednosci ma = mi—f to nie to samo, co

relatywistyczng site musimy si¢ zatem zdecydowaé¢ na jedng z alternatywnych mozliwosci.
Ze wzgledu na to, ze ped relatywistyczny jest wielkoscia majaca ogromne znaczenie (w
koncu w zamknietych uktadach jest zachowany), site definiuje sie poprzez relatywistyczne

11 prawo Newtona zawierajace ped:

_dp

F=— 1
T (8.19)

Oczywiscie w kazdej chwili mozemy rozwazany uktad rozszerzyé na wszystkie oddziatujace
ciata i wowczas catkowita zmiana pedu bedzie wynosi¢ zero, co oznacza, ze bedzie musiato
by¢ takze spetnione 11 prawo Newtona méwiace, ze w oddziatywaniu dwoch cial wystepuja
zawsze dwie sity o réwnych wartosciach i przeciwnych kierunkach dzialajace na te ciata
(sprawy moga sie jednakowoz nieco skomplikowaé — do tego tematu powrdcimy jeszcze
analizujac sity elektryczne i magnetyczne).

Poniewaz przyrost czasu dt wystepujacy w powyzszym réwnaniu zalezy od uktadu od-
niesienia, spodziewamy sie, ze rowniez sita bedzie jakos zaleze¢ od predkosci V' przyjetego
uktadu wspoétrzednych. W jaki sposéb? Przypomnijmy sobie, ze juz kiedys$ natrafiliémy na
ten problem rozwazajac w podrozdziale 2.6 zagadnienie zwiazane z przyciaganiem tadunku
elektrycznego przez przewod z pradem. ZauwazyliSmy wowczas, ze wszystkie paradoksy
znikajg, o ile przyjmiemy, ze sita F’ dzialajaca w uktadzie poruszajgcym sie z predkoscig

V moze by¢ wyrazona poprzez site F' dziatajaca w ukltadzie spoczywajacym relacja:

F
Fl=—— (8.20)

V1=V2/c2

W ten sposéb dostajemy wazny wynik mowigcy, ze jedli sita transformuje sie zgodnie z

powyzszym prawem, to przyrost pedu pomiedzy okreslonymi zdarzeniami jest zawsze taki
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sam: dp = dp’. Jest to wynik zgodny z zasada zachowania caltkowitego pedu z czego oczy-
wiscie bardzo si¢ cieszymy. Okazuje sie, ze uzupelniajac wektor sity pewna dodatkowsa
zerowg sktadowg, mozna zbudowaé z nich nowy czterowektor nazywany czterositg. Natu-
ralnie, wowczas wzér transformacyjny (8.20) trzeba bedzie réwniez uzupehié o dodatkowy
element, azeby czterosita transformowata sie jak przystato na przyzwoity czterowektor.
Wychodzi bowiem na to, ze wzér (8.20) jest poprawny tylko, gdy sita F' dziala na czastke
spoczywajaca badz poruszajaca sie (jak w przyktadzie z przewodnikiem elektrycznym)

prostopadle do kierunku dziatania tej sity. Szczegdty sledztwa pozostawiamy Czytelnikowi.

8.7 HIPOTEZA PLANCKA

Opisywaliémy dotad obiekty materialne, a co ze swiattem? Przenosi ono przeciez zaréwno
ped, jak i energie. Rzut okiem na réwnanie (8.14) pozwala wywnioskowaé, ze dla Swiatta
spetniony powinien by¢ zwiazek 2 = pc. Potwierdza to analiza rownan Mazwella, a w szcze-
gblnosci wyrazen opisujacych gestosé energii pola i wektor Poyntinga, o czym przekonamy
sie w dalszej czesci wyktadu. Rozwazmy wiec uktad odniesienia, w ktérym porcja swiatta
wyemitowana przez nieruchome zrodto i zlokalizowana w pewnym zamknietym obszarze
ma energie £ i ped p = % skierowany wzdtuz osi —z. Czterowektor energii pedu ma zatem
postaé¢ pt = %(1, —1,0,0). Przetransformujmy go do uktadu, w ktérym zrédto ma pred-

kos¢ v, czyli dokonajmy transformacji Lorentza do uktadu poruszajacego sie z predkoscig

—v. W wyniku otrzymujemy:

m B 1—v/c 1—v/c
L <\/1 +v/c’_\/1+v/c’0’0> ’ (8.21)

co oznacza, ze energia porcji Swiatta zalezy od predkosci zrédta proporcjonalnie do czynnika
1-v/c
1+v/c

zalezno$é, jak zalezno$¢ czestodci $wiatta od predkosci emitujacego go zrodta. Obserwacja

. Przywotujac wnioski z rozdziatu 6.1 zwroémy uwage, ze jest to doktadnie taka sama

niby prosta, ale prowadzi do interesujacego wniosku. Otéz kiedy Max Planck postulowat
istnienie kwantow energii swiatta przyjat, ze energia jednego kwantu jest proporcjonalna
do czestosci zwiazanej z nim fali elektromagnetycznej. Czy mozliwe bylo postulowanie
jakiejkolwiek innej zalezno$ci energii od czesto$ci? Wniosek, ktory wlasnie wyciagneliSmy

kaze nam zaprzeczy¢ — jakakolwiek inna funkcja czestosci niz liniowa transformowataby sie
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przy zmianie uktadu odniesienia inaczej niz energia. Oznacza to, ze tylko liniowy zwiazek
energii i czestosci jest wspotzmienniczy. Jakakolwiek modyfikacja hipotezy Plancka bytaby
niezgodna z teoria wzglednosci, ktorej, swoja droga, w 1900 roku Planck nie moégt jeszcze

znacé.

8.8 KLASYFIKACJA CZTEROWEKTOROW

W poprzednim paragrafie wyprowadziliémy w jednowymiarowym przypadku czteroped
swiatta (8.21), ktory okazal sie mie¢ inna postaé, niz wyznaczona wezesniej czteropredkos$é
(8.6). Pojawia sie pytanie, jakie inne czterowektory zalezace od predkosci moga istnieé i
wyraza¢ wielkosci fizyczne?

Wyznaczmy ogdlng postaé czterowektora A" zalezacego od predkosci v. Jesli w pewnym
wybranym ukladzie, w ktorym v = 0 warto$¢ rozwazanego czterowektora wynosi A" =
(A A"), wowezas po przejsciu do uktadu poruszajacego sie z predkoscia —wv, na mocy

definicji (8.2), czterowektor ten przejdzie na:

A" A
" AP 4 A A A v N Lty 4 A2
= —,A" - v
)
1-2 v? 1-2
c? c?

(8.22)

Zatem dowolny czterowektor zalezacy od predko$ci musi by¢ kombinacjg liniowa dwdch

czterowektorow:

< 1 | v/c ) i ( s-v/c 58 vv+(s~v)'v/02>’ (3.23)
V1=v2/c2 /1 —v?/c? V1—v?/c? v? V1—v?/c?

gdzie s jest dowolnym wersorem lub pseudowersorem, przy czym dtugos$é pierwszego cztero-
wektora wynosi 11 jest on typu czasowego, a drugiego —1 i jest to czterowektor przestrzenny.
Przyktadem zastosowania powyzszego wyniku jest czterowektor energii-pedu porcji $wiatta
— bedzie on proporcjonalny do sumy czterowektorow (8.23), bo jest to jedyny mozliwy do
uzyskania czterowektor zerowy. Wystepuja w nim dwa parametry wektorowe v i s, ktérym
mozna nadac interpretacje, odpowiednio, predkosci zrodta, ktore wyemitowato $wiatto oraz
kierunku wektora falowego. Podobnie, czasowy wektor bazy (8.23) to nic innego jak cztero-
predkos$¢. Natomiast przyktad czterowektora (8.23) typu przestrzennego zostanie podany

w kolejnym rozdziale.
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Pytania
e Czy podgrzewajac ciato zwiekszamy jego mase spoczynkowa? A ciezar?

e Czy w zderzeniach nieelastycznych musi by¢ zachowana catkowita energia swobodna
uktadu czastek, czy jest tak tylko w przypadku zderzen elastycznych? Jaka bytaby

odpowiedz w fizyce nierelatywistycznej i dlaczego?

e (Czy iloczyn masy i przyspieszenia czastki moze mie¢ inna wartos¢ niz pochodna pedu

tej czastki po czasie?

e Czy iloczyn masy i wektora przyspieszenia czastki moze mie¢ inny kierunek niz po-

chodna wektora pedu tej czastki po czasie?

e Czy wektor sity jest rowny przestrzennej czesci pewnego czterowektora?

Zadania

e Wyznacz wzory transformacyjne dla sity przy zmianie uktadu inercjalnego. Podaj
posta¢ czterowektora, ktorego elementem jest sita. Jaka interpretacje mozna nadaé

dodatkowej sktadowej tego czterowektora?

e Wyznacz predkosé precesji orbity Merkurego zaktadajac, ze jego masa grawitacyjna
wystepujaca w klasycznym wzorze Newtona na site grawitacyjnego oddziatywania

dwoch ciat zalezy od predkosci jak: m(v) = ——2—. Pozostale efekty grawitacyjne
\/1-v2/c?

zwigzane z konsekwencjami ogolnej teorii wzglednosci pomin.
e Udowodnij, ze swobodny elektron nie moze pochtonaé¢ fotonu.

e Udowodnij, ze swobodna para elektron-pozyton nie moze w wyniku anihilacji zmieni¢

sie w pojedynczy foton.

e Udowodnij, ze czastka masywna nie moze pochtonaé¢ innej czastki masywnej bez

zmiany swojej masy spoczynkowe;j.
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Rozdziat 9

UKEADY NIEINERCJALNE

Przez osiem bitych rozdziatow odmienialiSmy przez wszystkie przypadki pojecie uktadu
inercjalnego. Raz tylko przemkneto nam pojecie uktadu, ktory nie jest inercjalny — gdy
natknelismy sie na paradoks bliznigt. Przyszta wreszcie pora, by uznac¢ ruchy jednostajne
za skonsumowane, przezute i przetrawione i rozwazy¢ przypadek ruchéw przyspieszonych
oraz zwigzanych z nimi obserwatoréw nieinercjalnych. Pojawia si¢ ciekawe konsekwencje,

z horyzontem zdarzen, za ktérym kryja sie zegary chodzace wstecz w czasie!

9.1 CZTEROPRZYSPIESZENIE

WyraZenie (8.6) nazwalidmy czteropredkoscia. Dlaczego? Widzimy, ze w granicy ¢ — oo
zerowa sktadowa czterowektora dazy do 1, a pozostale sktadowe do v. Jednak nie to jest
powodem nadania czterowektorowi (8.6) nazwy czteropredkosci. Przeciez wyrazef posia-
dajacych podobne przejécie graniczne mozemy wymysli¢ o wiele wigcej. Jest inny, wazny
powdd.

Rozwazmy czastke, ktorej potozenie w kazdej chwili czasu opisane jest czteropotoze-
niem (ct, r) i ktéra porusza sie z predkoscia v = %. W jaki sposéb z czterowektora (ct, )
otrzymaé czteropredkosé? Na pewno nie, jak by¢ moze sie narzuca, poprzez rézniczkowanie
po czasie %, gdyz dt zalezy od uktadu odniesienia. Zwr6¢émy jednak uwage, ze czas wlasny
(2.11) czastki poruszajacej sie od punktu 7y do punktu 75 nie zalezy od uktadu odniesienia.
Jesli na przyktad w wagonie restauracyjnym pociagu PKP zaczeto gotowac jajko w chwili,
gdy pociag mijat stacje A znajdujaca si¢ w ra, a jajko ugotowalo si¢ doktadnie gdy pociag

mijal inng stacje B w rg, to czas wlasny 7 gotowania jajka w wagonie nie zalezy oczy-

113
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wiscie od tego kto, i z jakiego uktadu odniesienia dokonuje obserwacji lub obliczen. Tak
podpowiada zdrowy rozsadek, a co mowia fakty? Otoz, jezeli dwa bardzo bliskie zdarzenia
oddziela interwal czasoprzestrzenny ds, ktéry, jak wiemy, nie zalezy od uktadu odniesienia,

to:

2
ds:\/c2dt2—d'r2:cyll—%dt:cdr (9.1)
c

Czyli czas wlasny dr proporcjonalny do interwatu jest takze niezalezny od obserwatora, co
oznacza, ze przewidywalidmy trafnie. Wr6¢émy zatem do rozwazan na temat czteropredkosci:
skoro czteropotozenie r* jest czterowektorem, to jest nim takze rézniczka dr*, bo rdznica
lub dowolna kombinacja liniowa czterowektoréw jest nadal czterowektorem. Mnozenie badz
dzielenie czterowektora przez stalg nie zmienia jego czterowektorowosci, zatem nie zmienia
jej takze mnozenie lub dzielenie przez niezmiennik transformacji Lorentza. Oznacza to, ze

czterowektorem jest réwniez:

dr# det dr c v
_ ) = = v, 9.2
dr (dr’dr) <\/1—02/02’\/1—v2/02> v (9.2)

To powinno nieco wyklarowa¢ sytuacje. Czteropredko$é mozna otrzymac rézniczkujac czte-
ropotozenie po czasie wtasnym. Widzimy ponadto, ze tak otrzymany czterowektor mozemy
po raz kolejny rozniczkowacé po czasie wltasnym d7 otrzymujac czteroprzyspieszenie i tak
dalej. Poniewaz, w przeciwienstwie do czteroprzyspieszenia, owo ,i tak dalej” nie jest pra-
wie nigdy potrzebne, skupimy sie znalezieniu jedynie drugiej pochodnej czteropotozenia.

Roézniczkujac ponownie (9.2) otrzymujemy:

e (( a-v/c a(l—v2/02)+(a-v)v/c2)’ 0.3

1—v2/c2)?’ (1 —0v2/c?)2

gdzie a = ‘i—;’. Powyzsze, dos¢ pokraczne wyrazenie okaze sie nieocenione, gdy zajmiemy
sie analizg relatywistycznego ruchu jednostajnie przyspieszonego, czyli kolejnym zagad-
nieniem, ktore zbadamy. Czteroprzyspieszenie jest typu przestrzennego i wedle podanej
w poprzednim rozdziale klasyfikacji czterowektoréw jest proporcjonalne do drugiego czte-

rowektora (8.23). Nie jest to widoczne golym okiem, gdyz a jest pewna funkcja v i s,



9.2. POSTULAT ZEGARA POD LUPA 115

ktorym mozna tym razem nadac¢ interpretacje, odpowiednio, predkosci czastki oraz kie-
runku jej przyspieszenia w uktadzie inercjalnym chwilowo wspotporuszajacym sie. Dopiero

po jawnym wyznaczeniu i wstawieniu tej zaleznosci wszystko sie klaruje.

9.2 POSTULAT ZEGARA POD LUPA

ZauwaZylis’my stusznie, ze czas wtasny ciala poruszajacego sie po ustalonym torze tacza-
cym dwa okreslone zdarzenia powinien by¢ relatywistycznym niezmiennikiem transforma-
cji Lorentza. Takim niezmiennikiem jest oczywiscie wyrazenie (2.11) bedace konsekwencja
postulatu zegara, gdyz jest to catka z interwalu czasoprzestrzennego. Przypusémy, ze chcie-
liby$my postulat zegara zmodyfikowaé¢ dopuszczajac zaleznosé czasu wtasnego od przyspie-
szenia. Jakie mamy mozliwosci? Zacznijmy od tego, ze z powoddéw oméwionych w rozdziale
9.1, zmodyfikowany czas wtasny musi nadal by¢ niezmiennikiem transformacji Lorentza.
Sprobujmy zatem poszukaé niezmiennikow zwiazanych z przyspieszeniem. Rozwazmy na-
stepujacy niezmiennik zwiazany z czteroprzyspieszeniem (9.3), gdy wektor predkosci v i

jego rozniczka dv sa rownolegte:

a(t)”

Hfﬁﬁﬁdz (9.4)

Nuata’dr? = —
Dowolna funkcja niezmiennika nadal jest niezmiennikiem. Dlatego wygodnie nam bedzie
rozwazy¢ niezmiennicze wyrazenie postaci /1, a”a?dr/c. Catka z niego wzdtuz dowolne;

krzywej, podobnie jak catka (2.11), nie zalezy od uktadu odniesienia:

7(1@)/0 = cons
/1—v@y@“_ “ (9.5)

gdzie a(t) = i—:. Co wiecej, niezmiennik ten jest jedyny w swoim rodzaju, bo jest bez-
wymiarowy! Mozemy sobie zatem wyobrazi¢ mozliwe modyfikacje wyrazenia okreslajacego
czas wlasny (2.11) w oparciu o znaleziony niezmiennik, a takze wiele innych, zaleznych
od wyzszych pochodnych predkosci. O ile nam jednak wiadomo, z tajemniczych powodow
Przyroda realizuje najprostszy mozliwy scenariusz i zgodnie ze wszystkimi wykonanymi do-
tad eksperymentami badajacymi to zagadnienie, postulat zegara jest spetniony. Niemniej,

tak dlugo, jak nie sa nam znane powody, warto badac¢ takze inne warianty.



116 ROZDZIAL 9. UKLADY NIEINERCJALNE

9.3 RUCH JEDNOSTAJNIE PRZYSPIESZONY

No wtadnie, jak w ogéle zdefiniowaé ruch jednostajnie przyspieszony? Klasyczna definicja,
mowigca ze ciato nabiera predkosci w jednolitym tempie, bytaby w przypadku relatywi-
stycznym marng protezg myslowa. Wiemy doskonale, ze ciato nie moze rozpedzac sie bez
ograniczen. 7 drugiej strony pojecie ruchu jednostajnie przyspieszonego jest dobrze okre-
slone, gdy ruch odbywa sie z predkoscig zaniedbywalnie matg w poréwnaniu z predkosciag
swiatta. Aby jako$ wybrnaé, potrzeba nam raz jeszcze uzy¢ organu, ktory trzymamy 10cm
z tytu nosa. Sprobujmy zdefiniowaé ruch jednostajnie przyspieszony, jako taki, w ktérym
rozwazane cialo w kazdej chwili porusza sie ze stalym przyspieszeniem z punktu widze-
nia inercjalnego uktadu chwilowo wspoétporuszajacego sie z owym ciatem. Czyli z punktu
widzenia takiego uktadu, w ktérym ciato w danej chwili spoczywa. Konstrukcja pozornie
karkotomna: w kazdej chwili musimy znalez¢ uktad, w ktérym ciato spoczywa, ale ,,porusza
sie” z okreslonym przyspieszeniem — jesli za kazdym razem przyspieszenie jest takie samo,
to mowimy o relatywistycznym ruchu jednostajnie przyspieszonym (swoja droga ciekawy
jest jezyk polski, w ktérym mozna z przyspieszeniem porusza¢ sie spoczywajac, opodal
znaczy to samo, co nieopodal, a precedensowy to samo co bezprecedensowy, natomiast
zrzyna sie lub zzyna w zaleznosci od tego, czym sie rzeczong czynnos¢ wykonuje — rela-
tywizm jezykowy czystej proby). Pytanie, jak wyglada ruch jednostajnie przyspieszony z
punktu widzenia jednego, ustalonego obserwatora inercjalnego, ktéry przez caty czas spo-
czywa? Sprawdzmy to rozwazajgc jednowymiarowy przypadek ruchu wzdhuz osi xz. Przy
okazji prze¢wiczymy uzycie nowo poznanego formalizmu czterowektorow.

Wiemy, ze w danej chwili w uktadzie wspoétporuszajacym sie predkosc ciata wynosi zero,
za$ przyspieszenie a jest skierowane wzdluz osi x. Zatem czteroprzyspieszenie (9.3) w tym

uktadzie upraszcza si¢ do:

a™ =(0,a,0,0). (9.6)

Natomiast w uktadzie, ktéry caly czas spoczywa, chwilowa predkosé ciata skierowana

dv

q¢» zatem czte-

wzdhuz osi & wynosi v, chwilowe przyspieszenie ciala wynosi po prostu

roprzyspieszenie w tym uktadzie jest postaci:

y v/c dv 1 dv
@ = ((1 — @R d (1- vz/c2)25’0’0> ' (6-7)
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Wiemy jednak, ze dlugosé czterowektora nie zalezy od uktadu odniesienia. Oznacza to

nastepujacg réwnosc:

nuuauay = nuualuaw- (98)

Otrzymujemy stad nastepujace réwnanie:

dv/dt d v

a= (1—2/2P2  dt 1- /&

(9.9)
Zwrbéémy uwage, ze jest to rownanie postaci (8.19), czyli rownanie opisujace efekt dziatania

statej w czasie sity F' = ma. Jego rozwiazaniem z warunkiem poczatkowym v(0) = 0 jest:

at = —— (9.10)

V1—0v2/c2

a po odwroceniu zaleznosci:

o(t) = \/Ha—;T/c? (9.11)

Z gteboka ulga stwierdzamy, ze gdy czas dazy do nieskonczonosci, predkosé dazy do c,
co utwierdza nas w przekonaniu, ze predkosci swiatta przekroczy¢ sie nijak nie da, nawet
poruszajac sie nieskonczenie dtugo ze staltym przyspieszeniem.

Mozemy jeszcze na doktadke znalezé tor ruchu ciata poruszajacego sie ze statym przy-
spieszeniem. Szczesliwie sie sktada, ze zadanie to jest w zasadzie trywialne, bo powyzsze
wyrazenie na predkosé jest pochodna po czasie funkcji %\/m, zatem:

2 a2t?
t) = —4/1+ —— 9.12
o) = Syf1+ 2L, 0.12

przy czym w chwili poczatkowej ciato znajdowalo sie w potozeniu x = %

Otrzymany wynik ma pewng ciekawa wtasnosé. Otéz réwnanie toru (9.12) opisane przez
obserwatora poruszajacego sie z dowolng predkoscig V' majacego wspotrzedne bisowane jest

identycznej postaci:



118 ROZDZIAL 9. UKLADY NIEINERCJALNE

X

Rysunek 9.1: Tory punktéw poruszajacych sie relatywistycznym ruchem jednostajnie przyspieszonym z przy-

spieszeniami, od lewej do prawej: 1.5, 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.3 mierzonymi w jednostkach bezwymiarowych.

2 24112

C a“t
2t = —4/1+
() a c?

(9.13)

Azeby to udowodnié, wystarczy podniesé obustronnie do kwadratu réwnanie (9.12). Po

prostych przeksztatceniach dostajemy:

At —a(t)? = ——. (9.14)

Zwroémy jednak uwage, ze lewa strona réwnania jest relatywistycznym niezmiennikiem,
zatem réwnanie bedzie identyczne w kazdym innym inercjalnym uktadzie odniesienia. W
zasadzie nie powinno nas zreszta dziwi¢, ze cialo poruszajace sie relatywistycznie z przy-
spieszeniem a w jednym uktadzie, porusza sie z tym samym przyspieszeniem a w kazdym
innym uktadzie inercjalnym.

Nasz wynik ma w sobie jednak inna, gleboko zaskakujaca wtasnos¢. Tor obserwatora
poruszajacego sie ruchem przyspieszonym dazy asymptotycznie do toru swiatta opuszcza-
jacego punkt x = 0 w chwili ¢ = 0. Oznacza to, ze Swiatto wystane z punktu z = 0
w chwili £ = 0 lub pdzniej, nigdy nie dotrze do przyspieszanego obserwatora. Co wiecej,

obserwator ten nie moze mie¢ zadnej wiedzy na temat zdarzen zachodzacych w obszarze
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czasoprzestrzeni powyzej asymptoty ct = x. Prosta ta wyznacza zatem horyzont zdarzen
obserwatora przyspieszonego i zadna informacja z niedozwolonego obszaru nigdy juz do
niego nie dotrze. W chwili poczatkowej horyzont ten znajduje sie w odlegtosci % od ob-
serwatora. Jak sytuacja wyglada z punktu widzenia rozwazanego nieinercjalnego uktadu

odniesienia takze w chwilach p6zniejszych — zbadamy wkrétce.

9.4 PARADOKS BELLA

John Bell, autor pracy o stynnych nieréwnosciach, ktére poznaliSmy w rozdziale 5.3 cho-
dzit kiedys po laboratorium CERN i zadawal wszystkim napotkanym fizykom teoretykom
prosta zagadke. Podobno wszyscy udzielali btednej odpowiedzi. Oto ta zagadka.

Dwie rakiety, poczatkowo spoczywajace na stacji kosmicznej w odlegtosci L od siebie
potaczono sznurkiem o dtugosci L. W pewnej chwili obie rakiety zaczety poruszac sie jedna
za drugg ruchem jednostajnie przyspieszonym z jednakowym przyspieszeniem i wzdtuz
kierunku taczacego je sznurka. Rakiety poruszaty sie w taki sposob, ze odlegtosé pomiedzy
nimi w uktadzie stacji kosmicznej byta stata. Czy w ktérym$ momencie sznurek pekt?

Rozwiazanie jest nastepujace. Sznurek porusza sie z coraz wieksza predkoscig, zatem
gdyby nie wiezy dosztoby do skrécenia Lorentza. Skrocenie to nie wigzatoby sie z istnieniem
napie¢ materiatlowych — efekt jest bowiem czysto geometryczny. Jednakze istnienie wiezdw
naktadanych przez potozenie rakiet powoduje, ze sznurek jest de facto rozciggany przez
rakiety do swojej dlugosci spoczynkowej. Skoro ruchomy sznurek ma caty czas dtugosé L,
to w uktadzie wspotporuszajacym sie chwilowo z jednym z konicow sznurka, jego dtugosé
stopniowo wzrasta. W zwiazku z tym powinno by¢ oczywiste, ze wydtuzenie to doprowadzi

do powstania napie¢ w materiale i w ktérym$ momencie sznurek peknie.

9.5 UKEAD ODNIESIENIA JEDNOSTAJNIE PRZYSPIESZONY

Zastanéwmy sie jak zagadnienie sznurka prezentuje si¢ z punktu widzenia jednej z rakiet,
na przyktad tej, ktora leci z tytu. By nadmiernie nie rozwleka¢ konstrukecji zdaniowych
ustalmy, ze rakieta na przedzie sunie Pawel, podczas gdy rakieta na tytach mknie Gawet.
Uklad Gawta nie jest co prawda inercjalny (co réwniez dotyczy uktadu Pawta), jednakze

mozemy rozwazy¢ rodzine obserwatoréw inercjalnych chwilowo wspotporuszajacych sie z
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jego rakieta w kolejnych punktach toru. Na mocy postulatu zegara, rodzina ta okresla
rzeczywistosé obserwatora nieinercjalnego.

Pierwszy wniosek, do$¢ oczywisty, jest nastepujacy. W chwili poczatkowej, gdy rakiety
spoczywaja, dtugosé taczacego je sznurka w uktadzie Gawta réwna jest L i w miare wzrasta-
nia predkosci rakiet wydtuza sie. Oznacza to, ze Pawel i Gawel nie sg wcale we wzajemnym
spoczynku. Odlegto$¢ miedzy nimi nie zmienia si¢ jedynie w uktadzie stacji kosmicznej, co,
jak wida¢, nie moze przenosi¢ sie na zaden z nieinercjalnych uktadéw zwigzanych z bliz-
niakami, bo inaczej dtugosé sznurka w uktadzie (na przyktad) Gawta bytaby stale réwna
L. Zatem wedlug Gawta Pawetl stopniowo sie od niego oddala.

Wyznaczmy réwnania osi primowanego ukladu inercjalnego chwilowo wspoétporusza-
jacego sie z Gawlem w pewnej chwili 5. W nieprimowanym uktadzie stacji kosmicznej
Gawel porusza sie z predkoscia v(t) dang réwnaniem (9.11) wzdtuz toru x(t) opisanego
krzywa (9.12). O$ czasu ct’ musi by¢ styczna do toru rakiety w rozwazanej chwili ¢y. Za$
o$ przestrzenna x’ definiujaca powierzchnie rownoczesnosci Gawta w chwili ¢y dana jest

réwnaniem dt’ = 0, co prowadzi do réwnania

v(to)
dt — 2 dr =0, (9.15)
wyznaczajacego prosta ct = @x + b. Jesli prosta ta ma przecinaé tor Gawta w chwili ¢y,

to wyraz wolny b musi znika¢, gdyz réwnania okreslajace ruch Gawtla (9.11) i (9.12) taczy

niemal identyczna relacja

ct = —=x(t). (9.16)

Zatem prosta okrelajaca o$ x’' przecinajaca tor Gawla w rozwazanej chwili ¢y przecina
takze poczatek nieprimowanego uktadu wspotrzednych stacji kosmicznej. Oznacza to, ze
plaszczyzna réwnoczesnosci Gawta w chwili ¢y jest wyznaczona przez promien wodzacy
okreslajacy potozenie Gawta w tej samej chwili ¢y — rysunek 9.2. Fakt ten zachodzi wylacz-
nie dla nieprimowanego uktadu wsfpotrzednych, ktorego poczatek dobrano w taki sposob,
zeby spetnione bylo réwnanie (9.12).

Poczynione spostrzezenie przyda sie do udzielenia odpowiedzi nastepujace pytanie.
Przyjmijmy, ze rakieta Gawta porusza sie po torze wyznaczonym réwnaniem (9.12) z przy-

spieszeniem a = g ~ 10 [S%] Ile czasu minie w niej od chwili startu do momentu, gdy
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» X

Rysunek 9.2: Linie $wiata rakiety i stoika z bigosem zaznaczono liniami ciagtymi. Horyzont zdarzen za-
znaczono linig przerywana, a przyktadowy promien wodzacy okredlajagcy ptaszczyzne réwnoczesnosci Gawta

zaznaczono linig kropkowana.

pozostawiony na stacji kosmicznej stoik z bigosem si¢ przeterminuje w uktadzie Gawta? W
chwili startu data waznosci na etykiecie wskazywata jeszcze rok.

Graficzna ilustracja tego problemu przedstawiona zostata na rysunku 9.2, na ktérym
znajduja sie tory ruchu Gawta i bigosu. Zwr6¢émy uwage, ze w uktadzie bigosu po uptywie
czasu § przekroczy on horyzont zdarzen Gawtla i od tej pory tor stoika nie przetnie juz
zadnego promienia wodzacego okreslajacego potozenie Gawla. Z tego zas wnioskujemy, ze
zadne ze zdarzen za horyzontem nie bedzie rownoczesne z zadnym punktem toru Gawta.
Innymi stowy, wedtug Gawta stoik bigosu nigdy nie przetnie horyzontu zdarzen. Jak to
mozliwe? Ot6z wedlug Gawla tempo starzenia si¢ zawartosci stoika bedzie spowalniaé i
spowalnia¢ i w okolicy horyzontu uptyw czasu bigosu niemal si¢ zatrzyma. Graniczny czas,

o jaki zestarzeje sie wedtug Gawla bigos wynosi:

£ x3.10 [s] <m-107[s] ~ 1 rok. (9.17)
9

Czyli wedtug Gawta rozpedzajacego si¢ z przyspieszeniem ziemskim g jego przysmak juz
nigdy sie nie przeterminuje. OdkryliSmy wtasnie ogélng wtasnosé dotyczaca przekraczania
przez jakikolwiek obiekt horyzontu zdarzen charakteryzujacego obserwatora jednostajnie

przyspieszonego. Ciato zaczynajace swoj ruch przed horyzontem zdarzen, czyli w obszarze
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dostepnym dla obserwatora przyspieszonego, nigdy, wedtug niego, horyzontu nie przekroczy
z powodu coraz bardziej spowolnionego uptywu czasu, dazacego w granicy do zera. Dzieje
sie tak mimo, ze z punktu widzenia ciata w chwili mijania horyzontu nic szczegdlnego sie
przeciez nie dzieje i czas nadal uptywa zupetnie normalnie.

Ma miejsce jeszcze inna ciekawa rzecz. Mimo, ze Gawel nigdy juz nie otrzyma zadnej
informacji od bigosu, ktory przekroczyt horyzont, to nic nie stoi na przeszkodzie, zeby
sam do niego skutecznie wysytat wiadomosci. Moga to by¢ na przyktad kartki pocztowe
wyrazajace tesknote lub po prostu notatki z podrézy. Co prawda wedtug Gawta wysytane
pocztowki rowniez utkng przed horyzontem, jednakze bigos w stoiku bez mniejszych trud-
nosci bedzie je otrzymywac. Jest to przyktad idealnego lustra weneckiego dopuszczajacego
jedynie komunikacje jednostronng.

Horyzont, o ktéorym wtasnie napisaliSmy wyznaczony jest w uktadzie stacji kosmicznej
rOwnaniem x = ct. Istnieje jednak pewien siostrzany horyzont dany réwnaniem x = —ct,
przez ktéory komunikacja mozliwa jest rowniez tylko jednostronnie. W tym wypadku do-
zwolony kierunek komunikacji jest jednak przeciwny niz poprzednio. Widzimy bowiem, ze
dowolne ciato znajdujace sie za siostrzanym horyzontem moze bez problemu wysta¢ sygnat
do Gawtla, natomiast ten nie jest si¢ w stanie nijak zrewanzowa¢ odpowiedzia. Siostrzany
horyzont jest zatem analogiczny do powierzchni stozka czasoprzestrzennego, wychodza-
cego w przysztos¢ z jakiego$ zdarzenia w uktadzie inercjalnym. Obserwator poruszajacy
sie wzdluz toru znajdujacego sie wewnatrz stozka nie moze wystaé¢ zadnego podswietlnego
sygnalu na zewnatrz, ale komunikacja w przeciwnym kierunku jest mozliwa.

We wcezedniejszej dyskusji zauwazylismy, ze rakieta Pawla oddala sie od rakiety Gawta
(w uktadzie tego drugiego) ze wzrastajaca predkoscia. Zadajmy wiec nastepujace pytanie:
po jakim torze, z punktu widzenia nieprimowanego uktadu inercjalnego stacji kosmicznej,
porusza sie kietbasa, ktora w rakiecie Gawla wisi na statej wysokosci* Az = h? Domyslamy
sie, ze wedtug stoika z bigosem czekajacego na stacji kietbasa bedzie sie do Gawta zblizala.

W chwili poczatkowej Gawel znajduje sie w potozeniu %, a kietbasa w % + h. Zadamy,
by w dowolnej pozniejszej chwili, gdy przejdziemy do uktadu chwilowo wspotporuszajacego
sig, ktorego poczatek pokrywa sie z poczatkiem uktadu nieprimowanego, Gawet w tym no-
wym uktadzie rowniez znajdowat sie w %, a kietbasa nadal w %2 + h. Jednak tylko jeden
tor ma te wtasnos¢, ze po zmianie uktadu inercjalnego na chwilowo wspotporuszajacy sie

*Korzystajac z okazji przyjmijmy odtad zasade, ze wielkoSci wyznaczane w nieinercjalnym ukladzie

odniesienia bedziemy ozdabiaé tylda.
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potozenie w chwili poczatkowej jest takie samo jak w potozenie w chwili poczatkowej w
uktadzie spoczywajacym. Jak pokazaliSmy wczesniej, jest to tor relatywistycznego ruchu
jednostajnie przyspieszonego. Oznacza to, ze w spoczywajacym uktadzie stacji kosmicznej

kietbasa réwniez porusza sie po torze zadanym réwnaniem (9.12), z pewnym przyspiesze-

niem ay. Badajac potozenie kietbasy w chwili poczatkowej dostajemy rownanie %—l—h = %,
co po przeksztatceniu daje:
_ 9

Zatem rodzina krzywych przedstawiona na rysunku 9.1 opisuje ruchy poszczegélnych punk-
tow rakiety bedacej w ruchu przyspieszonym. Rowniez przeciazenie, ktérego doznaje si¢ na
réznych wysokosciach h wewnatrz rakiety zmienia sie zgodnie z réwnaniem (9.18). Ten cie-
kawy wynik pokazuje, ze w teorii wzglednosci nie jest mozliwy ruch jednostajnie przyspie-
szony ciata o skonczonych rozmiarach w taki sposob, zeby przecigzenie kazdego fragmentu
byto identyczne. Przyspieszenie, jakiemu poddane sg poszczegdlne fragmenty rakiety musi
zmienia¢ sie z wysokoscia zgodnie ze wzorem (9.18), co okaze sie mie¢ niezwykle donioste
konsekwencje w relatywistycznej teorii grawitacji.

Zbadajmy teraz, w jaki sposoéb uptywa czas na identycznych i poczatkowo zsynchroni-
zowanych zegarach umieszczonych na réznych wysokosciach rakiety. Czas wlasny w ruchu
jednostajnie przyspieszonym dany jest catka (2.11), zatem dla zegara umieszczonego na

wysokosci h mamy:

T T
N dt r
Tn = / 1 —wj(t)/c2dt = / — & — Zasinh (ah—) , (9.19)
0 0 1+ if ah ¢

gdzie T wyraza uptyw czasu w uktadzie stacji kosmicznej. Zdarzenia okreslajace granice
catkowania powinny naleze¢ do dwoch ustalonych ptaszczyzn réwnoczesnosci zwigzanych
z rakietya. Jak wiemy z poprzedniej dyskusji, rownanie ptaszczyzny rownoczesnosci jest
postaci ¢t = Ax, przy czym 0 < A < 1. Rozpatrujac trajektorie odpowiadajaca ustalo-
nej wysokosci h wyznaczamy odpowiadajacy jej czas T' poprzez wstawienie do réwnania

ptaszczyzny t = T i x = x5,(T) — rysunek 9.3. Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy:

T = (9.20)
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> X

Rysunek 9.3: Rézny uptyw czasu wiasnego pomiedzy ptaszczyznami réwnoczesnoéci ct = 0 i ¢t = Ax

(kropkowana linia) na dwdch zegarach poruszajacych sie z przyspieszeniami ag i ap, odpowiednio Ty i 7.

co po wstawieniu do wyrazenia (9.19) pozwala wyeliminowaé¢ zalezno$¢ od przyspieszenia
ap, spod funkeji asinh(x). Dzieki temu tatwo jest wyrazi¢ stosunek czaséw wlasnych dla
dwoéch trajektorii ruchu przyspieszonego pomiedzy plaszczyznami réwnoczesnosci ¢t = 0 i
ct = Ax:

L h
7= (1 + gc—2> . (9.21)

Zatem im wyzej wisi zegar, tym szybciej uptywa na nim czas. Wynik ten oznacza, ze
rowniez kietbasa wiszaca w rakiecie zepsuje si¢ tym szybciej im wyzej zostala powieszona.

Czyli spizarnie z zapasem bigosu i kietbasy nalezy bezwzglednie umiesci¢ w dole rakiety.

9.6 ZEGARY CHODZACE WSTECZ

Wzér (9.21) niesie dosé frapujace konsekwencje. Jaki na przyklad jest uplyw czasu zegara
wiszacego na wysokosci h = —%. Czyzby zegar ten w ogole sie nie starzat? W rzeczy samej,
zegar ten znajduje si¢ przeciez doktadnie na horyzoncie zdarzen, w punkcie z = 0, czyli w

punkcie, przez ktory przechodza wszystkie ptaszczyzny rownoczesnosci dla poszczegdlnych
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punktéw ruchu przyspieszonego. Oznacza to, ze zdarzenie (0, 0) jest réwnoczesne z kazdym
zdarzeniem na linii $wiata rakiety, wiec zegar umieszczony w x = 0 stoi w miejscu.

Co wiecej, w obszarze h < —% czas plynie wstecz. I cho¢ gtos rozsadku przechodzi w
tym momencie mutacje, to z geometrycznego punktu widzenia fakt ten jest do$¢ oczywi-
sty, wystarczy tylko zerkna¢ na zachowanie przeciwnego konca promienia wodzacego po
przedtuzeniu go na ujemne wartosci x. Ktos mogtby powiedziec¢: co z tego, przeciez nic, co
znajduje sie w rozwazanym obszarze nie moze sie w zadng strone skomunikowaé z rakieta,
znajduje sie bowiem pod obydwoma horyzontami zdarzen. I stusznie — otrzymany wynik
oznacza praktycznie tylko jedna rzecz. Jesli czoto rakiety porusza sie z przyspieszeniem
a, to rakieta nie moze by¢ dtuzsza niz %, co dla a = g wynosi ponad 6100 jednostek

astronomicznych. Dos¢ sporo.

9.7 TRANSFORMACJA RINDLERA

Caly niniejszy wyktad rozpoczelismy od wyprowadzenia pojecia absolutnie kluczowego dla
teorii wzglednosci — transformacji Lorentza wspotrzednych czasoprzestrzennych pomiedzy
dowolnymi uktadami inercjalnymi. Teraz, gdy rozszerzamy klase dopuszczalnych uktaddw
odniesienia wprowadzajac pojecie obserwatora przyspieszonego, warto zastanowic sie, jak

wyglada transformacja do jego nieinercjalnego uktadu.

ct
A

» X

Rysunek 9.4: Zdarzenie o wspétrzednych (ct,x) na ptaszczyznie réwnoczesnoéci Gawta odpowiadajacej cza-

sowi Tg.

Rozpocznijmy od zdefiniowania wspoétrzednych obserwatora charakteryzowanego przy-

spieszeniem ag. Przede wszystkim uptyw czasu w uktadzie tego obserwatora okreslony
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bedzie wskazaniami zegara, ktory porusza sie wraz z nim wzdtuz toru (9.12). Dowolnemu
zdarzeniu w tym uktadzie przypiszemy chwile 7y, jesli bedzie sie ono znajdowaé na ptasz-
czyznie réwnoczesnosci zegara wskazujacego rowniez 7p. Plaszczyzng ta jest, jak wiemy,
promien wodzacy za potozeniem zegara. Problem zostal przedstawiony na rysunku 9.4, z
ktorego mozna odczytac proporcje, wedtug ktorej dla dowolnego zdarzenia o wspotrzednych

(ct, x) mamy:

t t/ t T
(%), (9.22)
v 2 /T a3 c

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystaliSmy z (9.19) przeksztatconej do postaci (z uzyciem
innych oznaczen) “OTt, = sinh “0—50
Wspolrzedna przestrzenna x zdarzenia w uktadzie przyspieszonym utozsamiana bedzie

z odlegtoscia tego zdarzenia od horyzontu zdarzen:

2
~ C

—— 9.2
T = (9.23)

gdzie a jest przyspieszeniem charakteryzujacym tor ruchu jednostajnie przyspieszonego
przecinany przez zdarzenie (ct, x). Przeksztalcajac zwiazek (9.22) oraz wstawiajac do (9.23)
wyrazenie (9.14) dostajemy transformacje pomiedzy wspétrzednymi uktadu spoczywaja-
cego (ct,z), a wspOtrzednymi uktadu przyspieszonego (c7y, T) zwana transformacjg Rin-

dlera:

- 2 t
Ty = C—atgh (C—)
QAo T
T = V-2 (9.24)

Wystepujacy w niej czas 7o nazywaé bedziemy czasem wspdtrzednosciowym charakteryzu-
jacym wybrany zegar i odpowiadajaca mu rodzine ptaszczyzn réwnoczesnosci. Podobnie
jak w dla transformacji Lorentza, przeksztalcenie poprzecznych sktadowych przestrzen-
nych jest trywialne: y = y oraz z = z. Dokonujac elementarnych przeksztatcen wzoréw

transformacyjnych (9.24) mozemy wyznaczy¢ odwrotna transformacje Rindlera:
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. aoT
ct = xsmh(ﬂ)
c

x = T cosh (aO—CTO) . (9.25)
Zwroémy uwage, ze otrzymane prawa transformacyjne stosuja sie wytacznie do obszaru
czasoprzestrzeni, w ktorym xz? > c?t?, czyli obszaru, do ktérego przyspieszony obserwa-
tor ma swobodny dostep. Otrzymane réwnania taczace wspotrzedne uktadu inercjalnego
ze wspoOtrzednymi uktadu jednostajnie przyspieszanego sa dla tych dwoch uktadéw tym,
czym dla dwoch uktadéw inercjalnych jest transformacja Lorentza. Rownania sg zatem
bardzo wazne i okazg sie bardzo przydatne jeszcze wielokrotnie, gdy przyjdzie nam badaé
wladciwosci obserwatorow nieinercjalnych.

Sprawdzmy, w jaki sposob transformacja Rindlera przeksztatca interwal czasoprze-

strzenny (1.17). Ze wzoréw (9.25) mamy:

2772
Adt? — da? — dy? — d2? = %&dﬁf — di? — d? — 432 (9.26)

Wartosé interwatu pomiedzy ustalonymi zdarzeniami oczywiscie si¢ nie zmienia, natomiast
to, ze w uktadzie inercjalnym wyrazenie na interwal opisane jest zmienionym wzorem, jest
odzwierciedleniem faktu, ze uktady inercjalne réznig si¢ od nieinercjalnych.

Bardzo interesujacy jest czynnik, ktory szpeci przeksztatcony interwal. Zwroémy bo-

wiem uwage, ze zgodnie ze wzorem (9.21) jest on rowny:

apx - ~
%cdm = cdT, (9.27)

gdzie dT jest uptywem czasu na zegarze umieszczonym w potozeniu z. By sie o tym prze-

konaé, wystarczy do wzoru (9.21) wstawi¢ g = ap oraz wyrazenie na odleglto$¢ pomiedzy

el

<. W tak dobranych zmiennych, interwat czasoprzestrzenny przetrans-
0

zegarami h = T —

formowany do uktadu przyspieszonego przyjmuje postac

ds* = *d7? — da* — dy* — dz% (9.28)
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Wydawaé by sie mogto, ze w tych zmiennych transformacja pomiedzy uktadami musi by¢
zwykta transformacjg Lorentza, ktéra, jak tatwo sie domysle¢, odpowiadataby przeksztal-
ceniu wspétrzednych (ct, z) do uktadu chwilowo wspétporuszajacego sie z przyspieszonym
zegarem umieszczonym w polozeniu 7 = /a2 — c2t2. Jednakze dla kazdego punktu (ct, z)
transformacja musiataby by¢ inna, bo kazdy zegar nieruchomy w rakiecie porusza sie z

inng predkoscig w uktadzie inercjalnym. To zas$ przeczytoby liniowosci przeksztatcenia.

9.8 RUCH SWOBODNY WEDLUG OBSERWATORA PRZYSPIE-

SZONEGO

Zbadajmy, jak przebiega ruch stoika z bigosem lewitujacego gdzies swobodnie w stanie
niewazkosci, z punktu widzenia Gawta, ktory porusza si¢ z przyspieszeniem g. Przyjmijmy,
ze w chwili poczatkowej, gdy predkos¢ rakiety wynosita zero, Gawet byl tuz obok stoika.
Woéwezas diagram czasoprzestrzenny przedstawiajacy dalszy bieg wydarzen w uktadzie, w
ktorym stoik spoczywa, znajduje sie na rysunku 9.2.

Sprawdzmy najpierw, w jakim tempie starzeje sie stoik z punktu widzenia Gawta. Prze-

ksztalcajac pierwszy wzor transformacyjny (9.24) i wstawiajac do niego = = 52 otrzymu-

jemy

t = tgh (giO) . (9.29)

g ¢
Zgodnie z wnioskami uzyskanymi wezes$niej, wedtug Gawta stoik nigdy sie nie przetermi-
nuje, bo dla kazdego 7o mamy ¢ < § < 1 rok. Psucie si¢ bigosu w miare zblizania si¢ do
horyzontu bedzie stopniowo spowalnia¢, az wreszcie stoik majestatycznie zatrzyma swoje
starzenie tuz nad czeluscig. Kolejnym réwnaniem wartym zbadania jest réwnanie toru sto-
ika bigosu w ukladzie Gawta. Wstawiajac do drugiego wzoru transformacyjnego (9.24)

rezultat (9.29) oraz = %2 dostajemy:

2
s (9.30)

cosh <%>
Znow widzimy, ze nawet, gdy Gawel bedzie czeka¢ nieskoriczenie dlugo, stoik nie oddali
sie od niego bardziej niz na odlegto$¢ horyzontu zdarzen, za ktorym nigdy si¢ nie zanurzy.

Predkos¢ bigosu wzgledem Gawta:
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» gt/c

I 2 3 4

Rysunek 9.5: Predkoé¢ poruszajacego sie swobodnie bigosu wzgledem przyspieszajacego Gawta jako funkcja

c

czasu wskazywanego przez zegar Gawta. Maksymalna predkos¢ wynoszaca doktadnie ¢ osiggana jest mniej

wiecej po czasie g.

_dF sinh (2

Vo= 7= = —C————7 -\
d7o cosh? (%)

nazywa sie predkoSciqg wspétrzednosciowq, a jej wykres przedstawiono na rysunku 9.5. Wi-

(9.31)

da¢ na nim, ze poczatkowo stoik stopniowo si¢ rozpedza, lecz po uptywie czasu § arcsinh(1) ~
g predkos¢ osiaga maksymalng wartos¢ rowna doktadnie potowie predkosci swiatta, po
czym na skutek spowolnionego uptywu czasu zmniejsza sie, by w granicy spowolni¢ do
zera zatrzymujac stoik tuz przed horyzontem zdarzen. Przypomnijmy, ze w inercjalnym
uktadzie bigosu nie dzieje si¢ ,w tym czasie” zupelnie nic szczegdlnego.

Okredlenie predkosci vy przymiotnikiem ,wspotrzednosciowa” ma podkreslaé fakt, ze
do jej wyznaczenia postuzyliSmy sie wskazaniami odlegtego zegara Gawla wyznaczajacego
czas wspolrzednosciowy, a nie zegara, ktéry w danej chwili mijany jest przez stoik. W
uktadzie inercjalnym byloby wszystko jedno, bo zegary raz zsynchronizowane pozostaja
zsynchronizowane juz na zawsze. Jednakze tu mamy do czynienia z uktadem nieinercjal-
nym, w ktérym powyzszy fakt nie zachodzi. Dlatego, gdyby$my postuzyli sie wskazaniami
lokalnego, chwilowo mijanego przez stoik zegara uzyskalibysmy catkiem inng wartos¢ pred-
kosci. Czas takiego zegara bedziemy okresla¢ mianem lokalnego czasu wtasnego. Predkosé

v zdefiniowang jako zmiane odlegltosci podzielong przez uptyw czasu na lokalnie mijanym
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zegarze nazywac bedziemy predkoscig lokalng. W rozwazanym przypadku jest ona réwna:

. dx Vo L9
V= —7==——=—¢C — .
dr  gz/c? ct

(9.32)

Zatem gdy stoik wraz z cenng zawartoscig zblizaja sie do horyzontu, woéwczas predkosé
lokalna v dazy do predkosci $wiatta, a nie maleje do zera, jak mialo to miejsce w wy-
padku predkosci wspotrzednosciowej vg. Predkosé lokalna jest predkoscia, z jaka zegary
uktadu nieinercjalnego mijaja inercjalnego obserwatora ,spadajacego” swobodnie w rakie-
cie. Zatem wtasnie tej predkosci (a nie predkosci wspolrzednosciowej) realnie doswiadcza
swobodny obserwator podczas swojego spadku.

Przekonalismy sie, w jaki sposéb porusza si¢ swobodny, punktowy obiekt okiem ob-
serwatora jednostajnie przyspieszonego. Do kompletu informacji o kinematyce opisywanej
przez rindlerowskiego obserwatora jednostajnie przyspieszonego brakuje nam analizy skro-
cenia Lorentza. Rozwazmy swobody pret o dtugosci L, ktérego konice w inercjalnym ukta-
dzie odniesienia spoczywaja w potozeniach rg = % izp = % — L. Potozenia obu koncow w

ukladzie nieinercjalnym mierzymy w ustalonej chwili 7y. Z drugiego wzoru transformacyj-
Alg s _Pg-L

nego (9.25) mamy dla obu koncéw, odpowiednio g = (70 L TA = g/ & Zatem
dhugos¢ preta L Wynosi:

~ L

L =7 —Ta—= (9.33)

cosh (@)

Oznacza to, ze w miare uptywu czasu Gawta pret bedzie sie coraz bardziej skracal, by
dotartszy do horyzontu rozptaszczy¢ si¢ na nim jak nalesnik. Na koniec spytajmy jeszcze,
w jaki sposéb pusci¢ konce preta poruszajacego sie wraz z rakieta, by uniknaé¢ pojawienia sie
naprezen w dalszej fazie ruchu. Czy mozemy je pusci¢ jednoczesnie w uktadzie Gawta, czy
tez puszczac je nalezy w ustalonym odstepie czasu? OdpowiedZ na to pytanie jest banalna,
gdy rozwazymy uktad inercjalny, w ktorym w chwili puszczenia rakieta w catosci spoczywa
(wnioski beda oczywiscie ogdlne, bo zadna chwila w rakiecie nie jest wyr6zniona). Wéwczas
plaszczyzna réwnoczesnosci Gawta pokrywa sig z osig x, czyli ptaszczyzna rownoczesnosci
uktadu inercjalnego. Widzimy zatem, ze Gawel powinien pusci¢ oba konce jednoczesnie,
by zagwarantowaé, ze pret, ktory rowniez w rozwazanym uktadzie spoczywa i ma dtugosé

L pozostal w spoczynku.
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ct

» X

Rysunek 9.6: Linie éwiata Gawta i poruszajacego sie swobodnie stoika. Ekspedycja ratunkowa majaca szanse

na dotarcie do bigosu zanim ten spadnie za horyzont musi zosta¢ wystana przed nadejéciem chwili 7g,.

9.9 PARADOKS GLODNEGO GAWELA

Powiedzielis’my, ze z punktu widzenia Gawta bigos nigdy nie wpadnie za horyzont zdarzen,
cho¢ z punktu widzenia bigosu horyzont zostanie przekroczony po uptywie czasu <. Jest
to skrajny przyktad wzglednosci czasu — zwykta dylatacja znana z ruchéw inercjalnych sie
do tego nie umywa. Czy jest zatem mozliwe, zeby Gawel mégt w dowolnej chwili odzyskaé
st6j z bigosem? Chociazby wysylajac ze swojej rakiety misje ratunkowa, ktorej celem ma
by¢ dostarczenie stoika z powrotem znad horyzontu? Z calta pewnoscia bigos od momentu
przekroczenia horyzontu moze sie czu¢ bezpiecznie — nie zostanie przez Gawtla pozarty.
Ale zanim ta chwila nie nastapi czy bigos powinien przez caly czas trwaé¢ w niepewno-
sci? Sytuacje ilustruje rysunek 9.6. Otéz, jesli Gawel w uktadzie stoika nie zdecyduje sig¢
na wystanie misji ratunkowej przed uptynigciem czasu wlasnego 79, = ¢log2, ktéry mi-
nat w rakiecie Gawta od chwili upuszczenia bigosu, to zaden obiekt podswietlny wystany
pozniej nie zdazy juz do bigosu dotrze¢. Jesli na przyktad stoik natadowano tadunkiem
elektrycznym i Gawet moze w swej rakiecie w dowolnej chwili wtaczy¢ pole elektryczne
przyciagajace przysmak w kierunku rakiety, to wtaczenie tego pola w uktadzie rakiety p6z-
niej niz w chwili 7, = £ log2 nie zdota sprowadzi¢ bigosu przed oblicze Gawta. Jest tak
dlatego, ze informacja o zmianie pola nie moze propagowac sie z predkoscia przekraczajaca
¢ (zagadnienie to w szczegdtach opiszemy w rozdziale 11). Oznacza to, ze jesli Gawet nie
zdecyduje sie ratowac bigosu odpowiednio szybko, to bedzie musiat pozosta¢ gltodny. Dla

przyspieszenia rakiety rownego g Gawel ma niecale 9 miesiecy od pozegnania z bigosem



132 ROZDZIAL 9. UKLADY NIEINERCJALNE

na to, zeby urodzita si¢ w jego gltowie meska decyzja.

Czas Ty, okresla réwniez graniczng chwile, przed uplynieciem ktorej Gawel moze wysy-
ta¢ stoikowi wiadomosé liczac na odpowiedz, co powinno w sposob przekonujacy wynikac
z rysunku 9.6. Kazdy sygnal wystany po uptywie 7, pozostanie juz niestety bez odpowie-
dzi mimo, ze formalnie bigos wciaz nie wpadt za horyzont. Gawel stwierdzi po prostu, ze
wysytane w kierunku bigosu sygnaty rowniez zastygna w drodze do celu i dlatego nie beda
w stanie osiggnaé¢ go w skonczonym czasie. Natomiast, zdaniem stoika, sygnaty wysyltane
przez Gawla dotra do niego, jednak stanie si¢ to juz za horyzontem zdarzen i bigos nie be-
dzie mégl dostarczy¢ Gawtowi odpowiedzi. Wnioski, ktore tu wyciagneliémy nie oznaczaja
bynajmniej, ze obiekty tuz przy horyzoncie zdarzen sa catkowicie poza zasiegiem uktadu
nieinercjalnego. Bigos moze bowiem w dowolnej chwili wigczy¢ silnik rakietowy unikajac
wpadniecia za horyzont, dopoki wcigz znajduje sie przed nim. Bigos moze takze wysytaé
sygnaly w kierunku Gawta i bedg one don dociera¢, bowiem komunikacja miedzy nimi ze-
rwana jest tylko jednostronnie. Prosta zawierajaca ostatni sygnat od Gawta docierajacy do
bigosu, zaznaczony na rysunku 9.6 kropkowang linig, wyznacza granice po przekroczeniu

ktorej kazdy punkt rakiety utraci dwustronng tacznosé ze swobodnie spadajacym stoikiem.

9.10 ENERGIA SWOBODNEJ CZASTKI

Czy energia (8.13) swobodnej czastki lub swobodnego stoika bigosu obserwowanego w
uktadzie nieinercjalnym sa zachowane? Musieliby$my najpierw doprecyzowaé jak rozumieé
predkosé wystepujaca w wyrazeniach (8.13). Czy chodzi o predko$¢ wspotrzednosciowa, a
moze o predkosé¢ lokalng? Ptak czy owad, w obu przypadkach energia nie bedzie zacho-
wana. Na przyktad spoczywajacy w pewnym inercjalnym uktadzie stoik bigosu, z punktu
widzenia Gawta rozpedzajacego sie rakieta, porusza sie coraz szybciej. Jego energia okre-
Slona pierwszym wyrazeniem (8.13) zmienia sie. W teorii nierelatywistycznej méwimy w
tym kontekscie o sitach pozornych, takich jak sita bezwladnosci, sita odsrodkowa, czy sita
Coriolisa dziatajacych na czastke w uktadzie nieinercjalnym. W teorii wzglednosci bardziej
elegancko, a przede wszystkim o wiele wygodniej jest ominaé¢ pojecie sity i skupic si¢ bezpo-
srednio na energii chociazby dlatego, ze dos¢ podejrzanie brzmiatyby dywagacje na temat
sity dzialajacej na promien $wiatta. Czy mozna zatem znalez¢ taka modyfikacje wyrazenia
na energie (8.13), azeby w ukltadzie nieinercjalnym Gawla energia swobodnej czastki byta

zachowana? Owszem, mozna, a oto pierwszy mozliwy sposéb (kolejne, ogblniejsze wkrétce).
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Powr6¢émy do réownania (9.32), taczacego polozenie w uktadzie nieinercjalnym swobod-
nie poruszajacej sie czastki z jej predkoscig lokalng. Proste przeksztalcenie tego wzoru

prowadzi do:

02 gT
Oznacza to, ze iloraz prawej i lewej strony réwnania jest stala ruchu swobodnego. Rze-
czywiscie, mozemy wprowadzi¢ tajemnicza wielkos¢ E charakteryzujaca ruch swobodny

czastki o masie m w uktadzie nieinercjalnym zgodnie ze wzorem:

~ mgzx

EFE=—"——. (9.35)
ktéra bedzie statg wynoszaca mc?. Czy tak zdefiniowang wielko$¢é mozemy nazwaé energig i
dlaczego? Azeby odpowiedzie¢ na to pytanie przypomnijmy, czym byta energia dla obserwa-
tora inercjalnego. Byta ona proporcjonalna do pochodnej zerowej sktadowej czteropotozenia
(czyli czasu) po interwale czasoprzestrzennym wzdtuz toru. Wiemy zas, ze zerowa sktadowa
czteropotozenia spoczywajacej czastki wyznaczona jest w uktadzie przyspieszonym rowna-
niem (9.29), a interwal w tym uktadzie ma postaé¢ (9.28), zatem ze wspolzmienniczosci
wyrazenia na energie wynika:

2

Fem podt me ¢?7% d7y _ mgx (9.36)

& Towje A &7 i

gdzie w pierwszej rownosci skorzystaliSmy ze zwiazku (9.30), a w ostatniej z (9.27).

W kolejnym rozdziale przedyskutujemy w bardziej intuicyjny sposéb, dlaczego akurat
wyrazenie (9.35) musi by¢ stale w trakcie ruchu swobodnego. Teraz natomiast zwr6émy
tylko uwage, ze predkoscig, ktora w dogodny sposdb parametryzuje energie jest predkosé
lokalna, a nie wspolrzednosciowa. Ponadto energia zalezy od potozenia czgstki, co nie po-
winno nas dziwi¢. W koncu w przypadku nierelatywistycznym mamy w podobnej sytuacji
do czynienia z energia potencjalng, ktora réwniez ma w sobie zaleznos¢ od potozenia.
Nie da si¢ juz ukry¢, ze rozwazana przez nas rzeczywisto$¢ widziana oczami obserwatora
nieinercjalnego coraz bardziej kojarzy sie z rzeczywistoscig obserwatora inercjalnego znaj-
dujacego sie w zasiegu pewnej zewnetrznej sity potencjalnej. Penetracje intelektualng tego
tematu pogtebimy w kolejnym rozdziale. Tymczasem dla ochtonigcia uporzadkujmy kilka

dyskutowanych wczes$niej zagadnien.
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9.11 7ZNACZENIE WIELKOSCI LOKALNYCH

Skrécenie poruszajacego sie obiektu w kierunku ruchu dane réwnaniem (9.33) parametry-
zowane jest czasem odlegltego zegara Gawta. Dla obiektow o skonczonych rozmiarach nie
mozemy postapic¢ inaczej, gdyz kazdy ich element porusza si¢ z inna predkoscig i mija inny
lokalny zegar. Jednakze dla ciat o infinitezymalnych dtugosciach dL mozemy przyjac, ze w
catosci znajdujg sie one w potozeniu = i poruszajg z lokalng predkoscig v. Czy nie lepiej
byloby zatem uzy¢ wielkosci lokalnych do opisu skrocenia Lorentza i dylatacji czasu?
Rozpocznijmy od argumentacji heurystycznej. Swobodnie poruszajacy sie obiekt mi-
jajacy zegar umieszczony w przyspieszajacej rakiecie stwierdza, ze zegar ten jest krotszy
i chodzi wolniej niz gdyby spoczywat. Dokladnie ten sam wniosek wyciagnie obserwator
nieinercjalny siedzacy na mijanym przez cialo zegarze, ktérego utozsamiamy z obserwato-
rem inercjalnym chwilowo wspoétporuszajacym sie. Wedtug tego obserwatora to swobodnie
poruszajace sie ciato bedzie krotsze o czynnik lorentzowski, a poruszajacy sie z nim zegar
bedzie chodzi¢ wolniej. Predko$¢ z jaka rozwazane ciata sie mijajg to lokalna predkosé v.
Oczekujemy zatem, ze jesli swobodnie poruszajacy sie obiekt ma dtugo$¢ dL, to w uktadzie

nieinercjalnym dtugosé¢ ta wyniesie

- 2
dL =1/1— gdL, (9.37)
natomiast upltyw czasu na poruszajacym sie swobodnie zegarze dt z punktu widzenia poru-

szajacego sie z przyspieszeniem zegara odmierzajgcego lokalny czas d7 dany bedzie relacja

dt
dF= —— (9.38)

Mozemy sie tatwo przekonac, ze nasze wnioski sg jak najbardziej poprawne. By wypro-
wadzi¢ pierwszy wzoér nalezy wstawié¢ réwnanie toru spadajacego punktu (9.30) do wzoru
na skroécenie Lorentza (9.33) i skorzystaé ze zwiazku pomiedzy potozeniem a predkoscia
lokalna (9.34). Natomiast drugi wzér mozemy dostaé biorac rézniczke wyrazenia (9.29)
i wstawiajac do niej (9.30) oraz (9.34). Jesli jednak dobrze rozumiemy konstrukcje my-
slowa na ktorej zbudowaliSmy strukture uktadu jednostajnie przyspieszonego, to zadne

podstawienia nie powinny nam by¢ potrzebne i dwa powyzsze wzory powinny by¢ dla
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nas oczywiste. Wyrobienie sobie dobrych intuicji dotyczacych uktadu jednostajnie przy-
spieszonego okaze sie w przyszto$ci nieocenione, gdy przejdziemy do rozwazania zupekie
dowolnych uktadéw nieinercjalnych. Warto zatem poswieci¢ chwile na dobre zrozumienie
przedstawionej powyzej argumentacji.

Nasze wyniki pokazuja dobitnie, ze to czas na lokalnym zegarze 7 i w konsekwencji
predkos¢ lokalna v sg wielkoSciami majacymi istotne znaczenie w opisie ruchu w uktadzie
nieinercjalnym. Tylko bowiem one, a nie odlegly zegar Gawla wskazujacy czas 7y, opisuja
rzeczywistg charakterystyke czasoprzestrzeni lokalnie, w poblizu obserwowanego ciata i to

one powinny stanowic istotng fizycznie parametryzacje ruchu.

9.12 PARADOKS BLIZNIAT OKIEM GRAWLA

Wypracowaliémy sobie przybornik pojeciowy, ktory pozwoli nam powrdcié do paradoksu
blizniat oméwionego w rozdziale 2.7 i zrozumie¢ go nieco gtebiej. Wybierzemy sobie kon-
kretny tor, po ktorym porusza sie rakieta Grawta i zbadamy szczegdtowo sytuacje zaréwno
z punktu widzenia Pawtla znajdujacego sie w inercjalnym uktadzie stacji kosmicznej, jak
i Grawta podrézujacego rakieta. Najlatwiej bedzie nam rozwazy¢ tor rakiety, ktora przez
caly czas porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym (9.12). Przyjmijmy, ze w mo-
mencie, gdy bracia sie rozdzielili synchronizujac swoje zegary, rakieta Grawta wystartowata
z niezerowd predkoscia, ktorg jednostajnie zmniejszata, by w kulminacyjnym punkcie za-
wroci¢ i odtad zbliza¢ si¢ do Gawla ze wzrastajaca jednostajnie predkoscia, jak pokazuje
to rysunek 9.7.

Rozpocznijmy od przesledzenia, jak uptywat czas wlasny w rakiecie Grawta z punktu
widzenia Pawta pozostajacego w spoczywajacej stacji kosmicznej. Sprawa jest banalna —
wystarczy podstawi¢ wzér (9.11) do réwnania (2.11) i gotowe. Juz zreszta raz to zrobi-
lidmy otrzymujac wyrazenie (9.19), w ktérym musimy juz tylko ,wyzerowaé” oba zegary
w momencie, gdy bliZniacy sie rozdzielali oraz wybra¢ konkretng wartos¢ przyspieszenia
Grawta i potozenia Pawta. Wykres zaleznosci czasu wtasnego uptywajacego w rakiecie od
czasu Pawta pomiedzy startem i powrotem zaznaczyliémy linig przerywana na rysunku
9.8a). Dla poréwnania umiesciliémy na nim réwniez réwnomierny uptyw czasu na zegarze
Pawta zaznaczony linig ciagla. Tym razem bez niespodzianek, powracajacy blizniak jest
rzeczywiscie mtodszy.

PrzesledZzmy teraz przebieg wydarzen z punktu widzenia Grawta wyekspediowanego
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Rysunek 9.7: Linie éwiata Pawfa (prosta), i Grawta (hiperbola)

Rysunek 9.8: Uptyw czasu pomiedzy dwoma spotkaniami Pawfa znajdujacego sie w uktadzie inercjalnym

(linia ciagta) i Grawta poruszajacego sie z jednostajnym przyspieszeniem (linia przerywana) z punktu widzenia

a) Pawta, b) Grawta, ktéry uzywa czasu wspdtrzednoséciowego. Na wykresach uzyto jednostek bezwymiarowych,

przy czym obydwie linie proste obrazujg réwnomierny uptyw czasu w swoich uktadach odniesienia.
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rakietg w kosmos. W tym celu najlepiej postuzy¢ sie transformacja Rindlera, a konkret-
nie pierwszym wzorem (9.24). Ponownie musimy zadbaé o to, zeby w chwili rozdzielenia
obydwa zegary wskazywaly godzine ,zero”. Po wykonaniu elementarnych przeksztalcen
otrzymujemy wykres przedstawiajacy uplyw czasu na obu zegarach z punktu widzenia
nieinercjalnego uktadu rakiety — rysunek 9.8b). Jak wida¢, Grawel poczatkowo obserwuje
dylatacje czasu brata, jednak wraz z rozwojem sytuacji efekt nieinercjalnosci jego uktadu
daje coraz mocniej o sobie zna¢. W wyniku tego, spoczywajacy na stacji kosmicznej Pawet
przegania swym wiekiem podrézujacego brata i te¢ niechlubng przewage zachowuje juz do
samego konca mimo, ze w ostatniej fazie ruchu tempo starzenia Pawta ponownie wchodzi
w faze dosé mocnej dylatacji. Por6wnujac ze soba wykresy 9.8a) i 9.8b) widzimy, ze w obu
uktadach odniesienia, w chwili ponownego spotkania nie dojdzie do zadnej sprzecznosci.
Obydwaj obserwatorzy potwierdza poprawnos$¢ wskazan mijajacych si¢ ponownie zegarow.

Na koniec zauwazmy, ze ciekawa sytuacja mogltaby mie¢ miejsce, gdyby zawracajacy
Grawel w potowie drogi zmienit zdanie i postanowil ponownie zacza¢ oddalac si¢ od Pawta.
Dla odpowiednio duzego przyspieszenia mogtoby dojé¢ do sytuacji, ze w fazie przyspiesza-
nia Pawel stawalby sie wedtug Grawta coraz mtodszy. Sytuacja taka pojawitaby sie, gdyby
Pawel na jaki$ czas znalazt sie za wytworzonym w wyniku przyspieszania horyzontem zda-

rzen Grawla.

Pytania
e Czym jest relatywistyczny ruch jednostajnie przyspieszony?

e Jak w uktadzie spoczywajacym musi zmienia¢ si¢ w czasie sita dziatajaca na czastke,
azeby czastke te wprawi¢ w ruch jednostajnie przyspieszony? A w uktadzie zwigzanym

z czastka?

e Czy prawda jest, ze obiekt startujacy z pewnego punktu i poruszajacy sie relaty-
wistycznym ruchem jednostajnie przyspieszonym moze by¢ dogoniony przez swiatto

opuszczajace ten punkt w dowolnej, podzniejszej chwili?

e W jaki sposob upusci¢ w rakiecie rozne punkty ,sztywnego” ciata, azeby zaczeto sie

ono poruszaé¢ ruchem swobodnym bez indukowania napie¢ wewnetrznych?
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Obserwator znajdujacy sie w przyspieszajacej rakiecie wysyta promien $wiatta w kie-
runku horyzontu zdarzen. Czy wedlug tego obserwatora swiatto kiedykolwiek prze-

kroczy horyzont, czy zatrzyma sie nad nim?

Jaka jest réznica pomiedzy predkoscia wspotrzednosciowa, a predkoscig lokalna? Dla-

czego w definicji energii zdecydowalismy sie uzy¢ predkosci lokalnej?

Czy predkosé¢ wspotrzednosciowa moze by¢ wieksza od predkosci swiatta? Jesli nie,

podaj dowdd, jesli tak, podaj przyktad.

W nieinercjalnym uktadzie rakiety zadna chwila czasu nie jest wyrézniona, ale punkty
na roznych wysokosciach rakiety réznig sie od siebie — na przyktad panujacym w nich

przeciazeniem. Co wprowadza te asymetrie?

Zadania

Wyznacz bezposrednia zaleznosé a(v, s) w réwnaniu (9.3) i wykaz wsp6tzmienniczosé

czteroprzyspieszenia.

Oblicz trzecig pochodna czteropotozenia po czasie wlasnym i sklasyfikuj otrzymany
wynik postugujac sie baza (8.23). Od ilu niezaleznych parametréw zalezy wypro-
wadzony wzor? Jak bytoby w przypadku wyzszych pochodnych? Znajdz bezposred-
nig zaleznos¢ wyprowadzonych parametréw od parametrow charakteryzujacych baze

czterowektorow (8.23).

Wyprowadz wzoér podany w rozdziale 9.9, opisujacy czas, jaki ma Gawel na podjecie

decyzji o odzyskaniu stoika z bigosem. Ile ten czas wynosi?

W ktérym punkcie rakiety moze uptyna¢ maksymalny czas wtasny od momentu wy-
puszczenia przez Gawta stoika, dla ktorego mozliwe jest jeszcze podjecie skutecznej

proby odzyskania go?

Wyprowadz nierelatywistyczny wzor na energie czastki o masie m w nieinercjalnym

uktadzie odniesienia poruszajacym sie z jednostajnym przyspieszeniem a.

Obserwator znajdujacy sie w przyspieszanej rakiecie wysyta sygnal $wietlny w kie-

runku lustra znajdujacego sie nieruchomo na czubku rakiety. Po uptywie czasu A7
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odbite $wiatto powraca do obserwatora. Na jakiej wysokosci AZ znajduje sie lu-
stro? Czy otrzymujemy standardowy wzér Ax = %? Co mozna na tej podstawie
powiedzie¢ na temat wspotrzednosciowej i lokalnej predkosci $wiatta w uktadzie nie-

inercjalnym?

Obserwator znajdujacy sie¢ w przyspieszanej rakiecie wysyta sygnal $wietlny w kie-
runku horyzontu zdarzen. Oblicz zalezno$¢ predkosci wspélrzednosciowej sygnatu
od czasu wspolrzednosciowego rozwazanego obserwatora i przedstaw ja na wykre-
sie. Nastepnie przeprowadz analogiczne rachunki dla predkosci lokalnej zaleznej od

odleglosci od horyzontu.

Dla sygnatu swiatta z poprzedniego zadania wyznacz zalezno$¢ czestosci swiatta od
czasu wspotrzednosciowego przyjmujac, ze obserwator nieinercjalny dysponuje zro-

dtem swiatta o czestosci 1.

Wyznacz ksztatt stozka przysztosci dowolnego zdarzenia widzianego w uktadzie jed-

nostajnie przyspieszonym.

Podaj rownania relatywistycznego rzutu ukosnego w nieinercjalnym uktadzie przy-

spieszajacej rakiety.
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Rozdziat 10

7ZAKRZYWIONA CZASOPRZESTRZEN

Przekonaliémy sie, ze zagadnienie nieinercjalnego uktadu jednostajnie przyspieszonego jest
o wiele bogatsze, niz w wersji nierelatywistycznej. To juz nie tylko pojawiajace si¢ sity
pozorne, ale réwniez horyzont zdarzen i zmienny uplyw czasu na réznych wysokosciach.
A jak sprawy sie majg w innych nieinercjalnych uktadach — czy pojawia sie moze jaki$
przestrzenny odpowiednik zmiennego uptywu czasu? Jakie sa ogdlne wtasnosci pozornej
sity pojawiajacej sie w nieinercjalnych uktadach odniesienia? W tym rozdziale jeszcze kilka

rzeczy nhas z pewnosciag zaskoczy, a zwienczeniem wysitkow bedzie czarna dziura na deser.

10.1 METRYKA ZAKRZYWIONEJ CZASOPRZESTRZENI

RozwaZmy dwa uklady odniesienia — spoczywajacy K oraz K’ obracajacy sie ze stalg
predkoscig katowg wokét osi 2/, przy czym osie z i 2’ pokrywajq sie*. Obserwator inercjalny
K badajac okrag, ktorego os symetrii pokrywa si¢ z osig z stwierdzi, ze stosunek dtugosci
obwodu do $rednicy wynosi doktadnie 7. W tym celu moze on dokona¢ pomiaru uktadajac
wzdhiz obwodu n sztywnych pretow, o dtugosci duzo mniejszej niz srednica okregu.
Zastanéwmy sie, co w tej sprawie ma do powiedzenia obserwator nieinercjalny K'.
Jesli on réwniez utozy wzdhuz okregu n’ sztywnych pretéw, identycznych z poprzednimi,
to n’ > n, gdyz kazdy pret doznaje skrdcenia Lorentza w kierunku chwilowego ruchu.
Efekt ten nie wystepuje natomiast w trakcie pomiaréw srednicy. Oznacza to, ze obserwator

nieinercjalny K’ uzna na podstawie wykonanych przez siebie pomiaréw, ze stosunek obwodu

*W niniejszym rozdziale wszystkie wielkosci opisywane beda w nieinercjalnych badz krzywoliniowych

ukladach odniesienia, jednak dla uproszczenia notacji nie bedziemy tego juz podkresla¢ symbolem tyldy.
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okregu do jego Srednicy jest wiekszy niz m. To zas musi oznaczac, ze przestrzen w jego
uktadzie odniesienia nie jest przestrzeniq euklidesowq. Zatem do wyznaczenia odlegtosci
pomiedzy dwoma punktami musi on uzy¢ pewnej nietrywialnej metryki przestrzenney.
Réwniez zegar umieszcezony nieruchomo w ukladzie K’ na obwodzie okregu musi cho-
dzi¢ wolniej, niz zegar umieszczony w poczatku uktadu wspétrzednych. Podobne zjawisko
odkrylidmy juz w uktadzie jednostajnie przyspieszonym. W sytuacji, gdy zaréwno uptyw
czasu, jak i odlegtosci w przestrzeni réznig sie od ich odpowiednikéw w uktadach iner-
cjalnych moéwimy o zakrzywionej czasoprzestrzeni. Do iloSciowego opisu tego zakrzywienia
stuzy pojecie metryki czasoprzestrzeni, bedacej bezposrednim uogélnieniem pojecia zna-
nego z topologii. Otarlidémy sie juz o nie, jednak wowczas nie poswieciliSmy mu dostatecznej
uwagi. Jak wiemy, miarg odleglosci pomiedzy zdarzeniami w czasoprzestrzeni jest interwatl.
W uktadach inercjalnych ma on niezmienna, elegancka forme, jednakze dla obserwatorow
nieinercjalnych wyrazenie okreslajace interwal moze sie nieco skomplikowac, co unaocznito
nam wyrazenie (9.26). W ogdlnosci interwal czasoprzestrzenny w nieinercjalnym uktadzie,
ktorego zegary i osie poruszajg sie w dowolnie skomplikowany sposob wijac sie rozmaicie,

moze przyjac¢ postac:

ds® = g,, dx"dz”, (10.1)

gdzie da* jest u-ta skladows rézniczki czteropotozenia r#, a g, jest metryky czasoprze-
strzeni charakteryzujaca uklad nieinercjalny. Staje si¢ dla nas oczywiste, ze metryka g,
musi sie w ogélnosci r6zni¢ od metryki Minkowskiego 7, (8.3) charakteryzujacej uktady
inercjalne. Na przyktad metryka rindlerowskiego obserwatora jednostajnie przyspieszonego

wzdhuz osi  ma postaé (9.26):

aiz?/ct 0 0 0

G = . (10.2)

A jak bardzo skomplikowana moze by¢ metryka w ogélnosci? Zastanéwmy sie — metryka to
16 elementow macierzy 4 x 4, jednak macierz ta powinna by¢ symetryczna g, = g,,, za-

tem zostaje 10 elementéw. Ponadto, czasoprzestrzen mozemy opisywa¢ réznymi uktadami
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wspotrzednych. Trojwymiarowa przestrzen moze by¢ opisana w uktadzie kartezjanskim,
sferycznym, walcowym i nieskonczenie wielu innych. Mamy zatem mozliwos¢ przeksztatce-
nia metryki czasoprzestrzeni czterowymiarowsg transformacja, ktéra pozwala wyeliminowac
cztery dodatkowe stopnie swobody macierzy. Reasumujac — metryka jest jednoznacznie
okreslona z doktadno$cig do czterowymiarowej transformacji poprzez podanie 6 funkeji,
ktore w ogdlnosci mogg zaleze¢ od wspotrzednych opisujacych zdarzenia w czasoprzestrzeni
k.

Zbadajmy teraz doktadniej, w jaki sposéb metryka uktadu nieinercjalnego opisuje rela-
cje czasowe i przestrzenne pomiedzy réznymi zdarzeniami obserwowanymi w tym uktadzie.
Oznaczmy wspoOlrzedne stosowane przez pewnego obserwatora jako (z° z!, x?, x3), przy
czym nalezy je rozumie¢ nie jako ,rzeczywisty” czas i przestrzen w uktadzie nieinercjal-
nym, lecz jako dowolng numeracje zdarzen w czasoprzestrzeni*. Zacznijmy od sprawdze-
nia, jak biegnie prawdziwy czas na zegarze w pewnym punkcie czasoprzestrzeni opisywa-
nej metryka g,,. Przyjmujemy, ze w rozwazanym ukladzie zegar jest nieruchomy, zatem
dz! = da? = d2® = 0. Wowezas interwal pomiedzy zdarzeniami proporcjonalny jest do

czasu wtasnego, ktory pomiedzy tymi zdarzeniami uptynat, czyli:

1
T = Z/w/goodxo. (103)

Jak wida¢, powyzsze wyrazenie ma sens, jesli goo > 0. Warunek ten musi by¢ spetniony, o
ile zyczymy sobie, by na kazdym zegarze uptyw czasu byl zawsze dodatni.

Zbadajmy teraz jakie sg rzeczywiste, lokalne odlegtosci przestrzenne pomiedzy zdarze-
niami w nieinercjalnym uktadzie odniesienia. Dla uproszczenia, ograniczymy sie wytacznie
do metryki, ktérej elementy go1 = goo = go3 = 0. Wowczas zarowno wyrazenie okreslajace
interwal, jak i cata niezbedna analiza istotnie sie upraszczaja i dwa jednoczesne zdarzenia

oddzielone sa odlegtoscia dl dana jako:

dl? = —g;;da’da?, (10.4)

gdzie rzymskie indeksy i, j, w odrdoznieniu od greckich p, v przebiegaja zbior liczb 1,2, 3.

Uzyskane wyniki pozwalaja nam nabra¢ nieco wyczucia co do interpretacji elementu me-

*Mamy tu pelna analogie z krzywoliniowymi ukladami w tréjwymiarowej przestrzeni. Dla przykladu,
w ukladzie sferycznym kat ¢ nie okresla przeciez rzeczywistej odleglosci od czegokolwiek, stuzy on jedynie

do wygodnego numerowania punktéw przestrzeni.
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tryki goo oraz czesci przestrzennej g;;, jako wielkosci okreslajgcych uptyw lokalnego czasu
wtasnego i lokalnej, rzeczywistej odlegtosci. Warto bytoby zrozumieé¢ role elementow g,
ktore ztodliwie utrudniaja analize odlegtosci przestrzennej pomiedzy zdarzeniami. Okazuje
sie, ze nieznikajace wyrazy go; prowadza do wiekszych komplikacji niz nam sie moze wy-
dawac, wigc dla uproszczenia bedziemy rozwazac jedynie takie uktady wspétrzednych, dla
ktorych go; = 0. Na szczescie poprzez zwykta zamiang zmiennych mozna zawsze wyzero-
wacl elementy ¢o;, zatem przez wprowadzenie odpowiedniej ,numeracji” zdarzen czasoprze-

strzeni mozna doprowadzi¢ metryke do kultury.

10.2 RUCH SWOBODNY W KRZYWEJ CZASOPRZESTRZENI

Ruch swobodny w uktadzie inercjalnym wydaje sie banalny. Obiekty poruszaja sie bowiem
zawsze po torach prostoliniowych. W uktadach nieinercjalnych tak oczywiscie nie jest i
chcielibysmy pozna¢ metode, ktora pozwolitaby wyznaczaé ruch swobodnego ciata w do-
wolnym uktadzie odniesienia. Wyobrazmy sobie zatem caty przestrzen wypetniona spoczy-
wajacymi, zsynchronizowanymi zegarami oraz nieruchome osie kartezjanskich wspotrzed-
nych przestrzennych, ktére wspoélnie zadaja uktad inercjalny K. Dorzué¢my do tego drugi
zestaw zegarow poruszajacych sie po dowolnie skomplikowanych, ale najlepiej gtadkich i
nieprzecinajacych sie torach wypetniajacych caty przestrzen. Co$ na ksztalt Scisliwego, po-
ruszajacego si¢ ,,ptynu zegaréw”, z ktorych kazdy ma pewne tréjwymiarowe ,potozenie”.
Bedzie to uktad nieinercjalny K’. Dodajmy, ze zegary w uktadzie nieinercjalnym nie musza

nawet chodzi¢ rownomiernie. Hulaj dusza, piekta nie ma.

Spéjrzmy teraz na trajektorie swobodna (czyli tor, ktéry z punktu widzenia uktadu
K jest zwykla linia prosta) oczami obserwatora nieinercjalnego K’. Dramat. Trajektoria
bedzie wyczynia¢ najdziksze swawole. A jednak kilka sensownych rzeczy na temat ruchu
swobodnego w uktadzie K’ powiedzie¢ mozna. Zacznijmy od skrécenia Lorentza i dylatacji
czasu. Wyobrazmy sobie swobodny zegar A nalezacy do K, o dtugosci spoczynkowej d[L,
ktéry w pewnej chwili mijany jest przez zegar B nalezacy do uktadu nieinercjalnego K.
Rzecz jasna, zegar B jest wedtug A skrécony o czynnik Lorentza zwigzany z chwilows
predkosciag B wzgledem A. I vice versa, w uktadzie nieinercjalnym zegara B dtugosé zegara
A wynosi mdL, gdzie v? jest kwadratem prawdziwej (lokalnej) predkodci zegara

A wzgledem zegara B, danej wzorem:
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dr\ > gi;daidad
2 (&) - _ 28t o 10.5
! (dT) ‘ goo(dz?)? ( )

Uzylismy tu wspoétrzednych, dla ktorych go; = 0 i skorzystaliSmy z réwnan (10.3) i (10.4). Po
raz kolejny powohlujemy sie tu na postulat zegara, zgodnie z ktérym lokalna rzeczywistosé
w uktadzie K’ nie r6zni sie od rzeczywistosci obserwatora inercjalnego K” chwilowo (i
lokalnie) wspolporuszajacego sie z K'.

Podobnie, uplyw czasu dt na zegarze A obserwowany w nieinercjalnym ukltadzie K’
zegara B trwac bedzie dr = ﬁ. [ znéw, pamietac nalezy o subtelnej definicji predkosci
lokalnej (10.5) uzytej w powyzszym wzorze. Natomiast struktura wyrazen okreslajacych
skrocenie Lorentza i dylatacje czasu pozostaje doktadnie taka sama, jak w znanych nam
doskonale uktadach inercjalnych.

Czy w krzywoliniowym uktadzie nieinercjalnym istnieje jakas stata ruchu swobodnego,
cos co moglibydmy nazwac energia czastki swobodnej? Owszem, ale tylko w szczegolnych
okoliczno$ciach wielkos¢ ta bedzie zachowana. Rozwazmy dwa idealne zegary A i B nale-
zace do nieinercjalnego uktadu K’ i umieszczone w nim w potozeniach 74 i rg. Lokalizacja
zegarow jest taka, ze jesli wypusci¢ swobodne ciato z potozenia ra, to po pewnym czasie
przetnie ono potozenie rg. Innymi stowy ra i rg leza na prostej nalezacej do K. Upusémy
teraz dwa ciata swobodne bez predkosci poczatkowej z potozenia ra w infinitezymalnym

odstepie czasu d7a wskazywanego przez zegar A, co odpowiada odstepowi wspotrzednej

cdTa

v/ 900(ra)

tryka jest statyczna, to rzeczywista odlegltos¢ pomiedzy zegarami A i B nie zmienia sie,

czasowej dx’ = . Jesli elementy metryki nie zalezg od wspétrzednej 2, czyli me-
a czas wspotrzednosciowy plynie rownomiernie. W tak pigknych okolicznosciach przyrody
odstep czasu wspotrzednosciowego pomiedzy chwilami, w ktorych zegar B mijany bedzie
przez dwa upuszczone przez nas swobodnie ciata pozostanie niezmieniony. Azeby sobie
to uzmystowi¢ wyobrazmy sobie, ze jesteSmy w uktadzie, ktérego metryka jest statyczna.
Oznacza to, ze gdy siedzimy na wybranym zegarze, to zadna chwila czasu nie jest dla nas
wyrozniona. Zatem jesli rzucimy kamieniem w pewien odlegly cel o godzinie dla ktorej
wspotrzedna czasowa xg wskazuje 12:00 i cel zostanie osiagniety dla wspotrzednej czasowej
12:17, to jesli rzucimy ponownie drugim kamieniem we wspolrzednej czasowej 12:20, to
o dla jakiej wspotrzednej czasowej cel zostanie osiagniety? Oczywiscie dla wspotrzednej
wynoszacej 12:37. Zadna wspohrzedna czasowa nie jest bowiem wyrézniona. Zatem odstep

rzeczywistego czasu na zegarze B pomiedzy chwilami, gdy mija¢ go beda spadajace ciata
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wyniesie d7g = \/—mdm'
Przeanalizujmy teraz te samag sytuacje z punktu widzenia uktadu inercjalnego K. Po-

ruszajace si¢ swobodnie ciata opuszczaja zegar A wspoélporuszajac sie z nim chwilowo,
natomiast zegar B mija je z pewng predkoscig wzgledng —v. W uktadzie inercjalnym nie-
trywialnosé zwigzku pomiedzy czasami d7a i d7g jest konsekwencjg dylatacji dla ruchu z
predkoscia —v: d1g = mdm. Zauwazmy jednak, ze w ukladzie nieinercjalnym to
zegar B spoczywa, a ciata poruszaja sie wzgledem niego z predkoscig v, ktéra odpowiada

jednak identycznemu czynnikowi Lorentza. Poréwnujac otrzymane zwiagzki dostajemy:

Vgoo(re) _ \/1 v (10.6)

Goo(TA) c

Gdyby natomiast powtorzy¢ cate rozumowanie przy zalozeniu, ze dwa swobodne ciata
opuscilty punkt ra z niezerowa predkoscia lokalna wa, a mijaly punkt rg z predkoscig

lokalng vg, wowczas otrzymany zwiazek mozna bytoby przepisa¢ w postaci:

goo(Ta) _ goo(Ts)
Vi—v3/2 1 —vE/c2

Wynik ten oznacza, ze podczas ruchu swobodnego czastki o masie m obserwowanej przez

(10.7)

nieinercjalnego obserwatora operujacego statyczng metryka jest zachowana nastepujaca

wielkos¢:

o mc+/goo(7)

2
v
-2

, (10.8)

gdzie r wyznacza potozenie czastki, a v jest jej chwilowg predkoscig lokalng. Czynnik mc?
w liczniku uzupelnia otrzymane wyrazenie w taki sposéb, by dla ggg = 1 przechodzito ono
w energie czastki swobodnej znana z uktadéw inercjalnych. Widzimy zreszta, ze w rozwa-
zanym wczesniej szczegodlnym przypadku uktadu nieinercjalnego przyspieszajacej rakiety
otrzymane wyrazenia na energie w ruchu swobodnym (9.35) i (10.8) réwniez si¢ pokrywaja.
Tak zdefiniowana energia nie jest natomiast zachowana w dynamicznej, czyli zaleznej od
czasu metryce. Z tego samego powodu sily zalezne od czasu nie sg w ogolnosci sitami

potencjalnymi.
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W prowadzonych dotad rozwazaniach zaktadaliémy, ze w czasoprzestrzeni istnieje pe-
wien uktad inercjalny, ktéry pozwala nam alternatywnie bada¢ ruch. A co by sie stato,
gdyby z jakich§ powoddéw istnienie takiego uktadu byto niemozliwe? Na przykitad w sy-
tuacji, gdyby sama czasoprzestrzen byta zakrzywiona i nie datoby si¢ jej ,,wyprostowac”
poprzez zwykly zamiane zmiennych? Woéwczas pozostaloby nam zaltozy¢, ze choé¢ nie ma
globalnego uktadu inercjalnego, to zapewne istnieje lokalny uktad inercjalny opisujacy
kazdy fragment zakrzywionej czasoprzestrzeni z osobna. Rozwazenie takiej ewentualno-
sci w zagadnieniu skrocenia Lorentza, dylatacji czasu, czy stalej energii prowadzi lokalnie
do identycznych wnioskow i identycznych wyrazen, ktore otrzymalismy wezesniej, poniewaz
od samego poczatku zagadnienia te formutowaliSmy lokalnie, dla infinitezymalnie krétkich

odstepow czasu dt i odlegtosci dL.

Nasze heurystyczne rozumowanie dotyczace zachowania energii w ruchu swobodnym
mozemy na koniec poprze¢ argumentem bardziej zmatematyzowanym, przywdziewajac
biate rekawiczki. Powr6¢my na moment do uktadu inercjalnego, w ktérym ruch odbywa
sie wzdluz prostych. Jaka szczegélng wlasciwosé ma prosta, ze wszystkie ciata wybieraja
ja jako tor swojego ruchu? Oczywiscie, odcinek prostej taczacy dwa punkty wyznacza naj-
krotsza mozliwa droge pomiedzy tymi punktami. Mozna by zatem postuzy¢ sie rachunkiem
wariacyjnym do wyznaczenia trajektorii ruchu swobodnego zaktadajac, ze lagrangian jest
po prostu odlegtoscia pomiedzy ustalonymi punktami wzdtuz rozwazanej trajektorii. Wow-
czas zminimalizowany lagrangian okreslatby trajektorie rzeczywista. Niestety jednak, taki
lagrangian nie jest relatywistycznie niezmienniczy, czyli jego forma zalezy od przyjetego
uktadu odniesienia.

Sprobujmy zatem znalezé¢ inng charakterystyczna ceche ruchu swobodnego w uktadzie
inercjalnym. W tym celu powr6¢my do paradoksu blizniat oméwionego w rozdziale 2.7.
Ustalilismy wowczas, ze blizniak, ktory podrozowat rakieta, zestarzat si¢ mniej niz jego
brat, ktory przez caly czas spoczywat. Dowodzi tego rownanie (2.11). Mozemy zatem od-
wroci¢ wniosek: blizniak, ktory spoczywal, czyli w czasoprzestrzeni opisany byt trajektorig
swobodna, zestarzat sie bardziej od swojego brata, ktéry poruszat ruchem innym niz swo-
bodny, niezaleznie od tego po jakim torze leciata rakieta. Ten sam wniosek wyciagniemy
porownujac obydwa czasy z poruszajacego sie, inercjalnego uktadu odniesienia. Blizniak
poruszajacy sie ruchem swobodnym zawsze zestarzeje sie bardziej. Podsuwa to sugestie,
by rozwazy¢ zagadnienie wariacyjne maksymalnego czasu starzenia, ktére wyznaczytoby

rzeczywisty tor ruchu swobodnego. Tak si¢ zreszty szczesliwie sktada, ze w zagadnieniu
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tym lagrangianem bytby czas wtasny, czyli niezmiennik relatywistyczny.

Zanim zbytnio sie ucieszymy, zastanéwmy sie, czy wolno nam tak samo sformutowac
zagadnienie wariacyjne, gdy czasoprzestrzen jest zakrzywiona i nie ma uktadu inercjalnego,
w ktérym rzeczywisty ruch odbywatby sie wzdtuz prostej. Na szczedcie ruch swobodny
mozna podzieli¢ na wiele bardzo krotkich odcinkéw i dla kazdego z nich znalez¢ taki uktad
inercjalny, w ktorym metryka lokalnie staje si¢ metryka Minkowskiego. Oznacza to, ze na
kazdym z rozwazanych odcinkéw spelniona bedzie zasada wariacyjna z czasem wlasnym
jako lagrangianem. Natomiast czas wlasny na catej drodze jest suma czasow wtasnych
na poszczegblnych odcinkach, zatem uogélnienie zasady wariacyjnej jest jak najbardziej
uzasadnione.

Oznacza to, ze rzeczywisty ruch opisywany w uktadzie nieinercjalnym odpowiada tra-

jektorii spetniajacej nastepujaca zasade najmniejszego dziatania:

—mc/ds = (minimum), (10.9)

gdzie m jest masg spoczynkows rozwazanego ciata, a stata na przedzie zostala dodana
w taki sposéb, by nada¢ fizyczny sens ewentualnym stalym ruchu. Widzimy zatem, ze
trajektoria swobodna jest jednoznacznie zadana przez metryke, gdyz to ona jednoznacznie
definiuje interwal rownaniem (10.1).

Rozwazmy omoéwiony wezesniej szczegdlny przypadek metryki statycznej, czyli nieza-
leznej od wspotrzednej czasowej 2° oraz takiej, ze go; = 0. Wowcezas lagrangian £ nie zalezy

od czasu, co prowadzi do istnienia catki pierwszej bedacej stata ruchu:

0L
E = xla— - L, (10.10)
x’l
gdzie it = c%, a Ll = —mc2dd780. Nietrudno sprawdzi¢, ze catka ta prowadzi z powrotem

do wyrazenia (10.8), okre§lajacego znana nam juz stata ruchu — energie czastki swobodne;.
Wyglada na to, ze wiemy juz sporo o ruchach swobodnych w krzywej czasoprzestrzeni. Czy

jednak na pewno dobrze je rozumiemy? Przed nami prosty test.

10.3 PARADOKS LEWITUJACEGO KAMIENIA

RozwaZmy plaska czasoprzestrzen Minkowskiego, ale opiszmy ja krzywoliniowym uktadem

wspotrzednych z zegarami umieszczonymi w kazdym punkcie przestrzeni i dobranymi w
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taki sposob, ze im wyzej umieszczony jest zegar, tym szybciej kreca sie jego wskazowki
ze wzgledu na odpowiednio zmodyfikowany mechanizm. Niech uptyw czasu na zegarach
bedzie doktadnie taki, jak przewiduje to metryka (10.2). Jesli posta¢ metryki jednoznacznie
wyznacza ruch swobodny, to dlaczego kamien umieszczony na pewnej wysokosci nie zaczyna
w rozwazanym ukltadzie spada¢? Przeciez kamien spadatby w jednostajnie przyspieszone;j
rakiecie, ktorej uktad opisany jest tg samg metryka?

Rozwigzanie jest zaskakujace: w rozwazanym uktadzie kamien bedzie rowniez spadat
w doktadnie taki sam sposob, w jaki spadatby w rakiecie! Jak to mozliwe? Azeby odtwo-
rzy¢ metryke (10.2) nie wystarczy odpowiednio dobraé zegaréw na réznych wysokosciach.
Trzeba ponadto ,przenumerowaé” wspotrzedne przestrzenne wszystkich zdarzen w taki
sposob, by nowe, krzywoliniowe zmienne wigzaty sie z , porzadnymi” kartezjanskimi zmien-
nymi transformacja Rindlera (9.24). Oznacza to, ze prosta linia Swiata kamienia, ktéry w
kartezjanskich zmiennych nazwaliby$my spoczywajacym, przecina kolejne zdarzenia, kto-
rych wspotrzedna przestrzenna jest coraz mniejsza. Zatem ,odlegtos¢” kamienia bedzie sie
zmniejsza¢ wraz z uptywem czasu.

Przykltad ten powinien nauczy¢ nas, ze niezaleznie od tego, czy istnieja fizyczne po-
wody do takiego, a nie innego sposobu numerowania zdarzen w czasoprzestrzeni, czy tez
przechodzac do nowych krzywoliniowych zmiennych kierujemy sie utansks fantazja — opis
ruchu jest za kazdym razem taki sam. Jest to zreszta pigkna subtelnosé¢ koncepcji Einsteina
— by opisac¢ ruch w sposob niezalezny od przyjetego uktadu wspétrzednych. Niezaleznie czy
uktad jest inercjalny, czy tez nie i czy zmienne sg kartezjanskie, czy tez krzywoliniowe. W
szczegolnej teorii wzglednosci do opisu ruchu ,dobre” byty jedynie inercjalne uktady od-
niesienia, natomiast w ogdlnej teorii wzglednosci, o ktora zaczeliSmy sie juz ociera¢, zaden

uktad wspélrzednych nie jest wyrdzniony.

10.4 ZASADA ROWNOWAZNOSCI

Dawno juz przekroczyliSmy granice stosowalnosci szczeg6lnej teorii wzglednosci, ktéra z
zalozenia opisuje czasoprzestrzen uktadéw inercjalnych, pozbawionych wptywu pola grawi-
tacyjnego. Uogoélnienie jednak byto tak naturalne, ze trudno si¢ byto powstrzymaé. Badajac
ruch ze zmienng predkodcig stwierdziliSmy, ze moze on by¢ opisany poprzez rozwazenie nie-
skoniczonej rodziny uktadéw inercjalnych chwilowo wspotporuszajacych sie. Jest to, rzecz

jasna, konsekwencja zatozenia, ze sama obecnoS$¢ przyspieszenia nie zaburza biegu czasu,
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czyli niezwykle waznego postulatu zegara. Zreszta i bez dodatkowych modyfikacji otrzy-
mane wnioski okazaly sie zaskakujace: zmienny uptyw czasu, nieeuklidesowa przestrzen, a
nawet zadziwiajace zjawisko horyzontu zdarzen. Wszystko to wywnioskowalismy z elemen-
tarza szczegdlnej teorii wzglednosci.

Wiele wnioskéw otrzymanych poprzez analize rzeczywistosci widzianej oczami obserwa-
tora przyspieszonego, a takze dowolnego innego obserwatora nieinercjalnego przypominato
konsekwencje dziatania pewnej pozornej sity, dla ktorej udato nam sie nawet wyznaczy¢ cat-
kowita energie (10.8). Okazalo sie, ze z przyczyn fundamentalnych owa tajemnicza sita nie
moze by¢ stala, lecz musi zmienia¢ sie wraz z potozeniem w okreslony sposob (czyli inaczej,
niz na przyklad sita elektryczna, ktéra moze by¢ stata). Ze wzgledu na to, ze owa pozorna
sita byta konsekwencja okreslonego ruchu obserwatora i niczego wiecej, mogliby$my wiec
nazwacé ja silg geometryczng. Rozne jej whtasnosci badal Einstein, ktory ostatecznie sfor-
mutowat glteboka hipoteze, do ktérej wspinal sie zreszta wiele lat, znang pod nazwa zasady
rownowaznosci. Zgodnie z nia istnieje w przyrodzie ,prawdziwa” sita, ktorej wtasnosci sa
nieodroznialne od wlasnosci tejze sity geometrycznej zwigzanej z przejsciem do uktadu
nieinercjalnego. Siltg ta jest sita grawitacji. Co prawda, najczesciej nie da si¢ rownowaznie
opisa¢ wpltywu pola grawitacyjnego w calej czasoprzestrzeni jednym uktadem nieinercjal-
nym zastepujacym grawitacje, jednak otoczenie kazdego punktu czasoprzestrzeni z osobna
moze by¢ w ten sposob opisane. Zatem zasada rownowaznosci ma charakter lokalny. Zasade
te mozna rowniez sformutowaé inaczej: w otoczeniu kazdego zdarzenia w czasoprzestrzeni
bedacego w zasiegu sit grawitacji istnieje (swobodnie spadajacy) uktad odniesienia, w kt6-
rym rzeczywistos¢ lokalnie jest doktadnie taka, jak gdyby pola grawitacyjnego nie byto, a
rozwazany ukltad byt inercjalny. Istnieje zreszty wiele alternatywnych sformutowan zasady

rownowaznosci.

10.5 MAKSYMALNA SILA RAZENIA ZGNILEGO JAJKA

Przed nami kolejny test. Tym razem sprawdzimy, jak dobrze rozumiemy zasady ruchu
w zakrzywionej czasoprzestrzeni. Kura, jak wiadomo, jest urzadzeniem stworzonym przez
jajoistuzacym do produkcji innych jaj. Przypu$émy, ze chcieliby$émy rzuci¢ w kogos swiezo
wyprodukowanym jajem. Kura, ktorg dysponujemy, staje sie zrodtem jajka w pewnej chwili
1 miejscu — zdarzenie A, a nasz cel znajduje sie w innej chwili i miejscu — zdarzenie B.

Jednak otrzymac cios swiezym jajkiem, to zadna ujma, o wiele gorzej oberwaé jajkiem
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starym i zepsutym. Co zatem zrobi¢, zeby jajko w czasie lotu zepsuto sie tak bardzo, jak to
mozliwe? Mozemy na przyktad wyposazy¢ jajko w niewielki silnik rakietowy, przy pomocy
ktorego bedziemy mogli pokierowa¢ ruchem jajka pomiedzy zdarzeniami A i B w taki
sposob, azeby jajko zestarzalo sie najbardziej. Jednak jak wyznaczy¢ optymalny tor ruchu?
Odpowiedz wydaje sie trudna, bo cala historia dzieje sie na Ziemi i przy wyznaczaniu
trajektorii spetniajacej nasz warunek trzeba wzia¢ pod uwage wplyw pola grawitacyjnego.
Jak zatem pokierowac¢ rakieta uzbrojong w grozna i z uptywem czasu coraz grozniejsza
bron biologiczna?

Z jednej strony chcemy, zeby jajko nie poruszato sie zbyt szybko, bo wowczas dylatacja
czasu opoOznitaby starzenie. Najlepiej wiec, zeby jajo poruszato sie po mozliwie krotkiej
drodze taczacej A i B, a taki ruch powinien odbywa¢ si¢ tuz przy powierzchni Ziemi. 7
drugiej strony im wyzej podrozuje jajko, tym szybszy uplyw czasu w polu grawitacyjnym
— wiemy to z analizy przyspieszajacej windy. Trzeba wiec szuka¢ kompromisu. Wydawac by
sie mogto, ze zadanie jest szalenie skomplikowane i wymaga szczegétowej analizy. Okazuje
sie jednak, ze jest wprost przeciwnie — problem jest banalny! Jak zatem nalezy sterowaé
ruchem jajka? Oto6z nie nalezy w ogoéle nim sterowaé, wystarczy nadac¢ jaju w chwili po-
czatkowej odpowiednig predkosé, a nastepnie wylgczy¢ silniki!

Aby sie przekonad, ze jest to strategia gwarantujgca sukces, wystarczy zrozumie¢ sens
zasady rzadzacej ruchem swobodnym (10.9). Zgodnie z nia, sposrdéd wszystkich mozliwych
trajektorii, trajektoria swobodna charakteryzuje si¢ wtasnie tym, ze wzdtuz niej uptyw
czasu (czyli czas wlasny) jest maksymalny. Innymi stowy pole grawitacyjne samo wie, jak
pokierowa¢ jajkiem, aby zmaksymalizowa¢ silte razenia. Wynik ten stawia w dos$é¢ niezrecz-

nej sytuacji Einsteina, ktory zwykt mawiac, ze Natura jest wyrafinowana, ale nie ztosliwa.

10.6 CZARNA DZIURA

Nasze dotychczasowe rozwazania skupiaty sie na badaniu wtasciwosci czasoprzestrzeni z
zadang metryka. Udato nam si¢ wyznaczy¢ ja w szczegdlnym przypadku uktadu jednostaj-
nie przyspieszonego, wiemy tez, jak postepowac, by wyznaczy¢ metryke w dowolnym innym
uktadzie krzywoliniowym. Wciaz jednak nie znamy ogdlnej metody wyznaczania metryki,
kiedy czasoprzestrzen jest w zasiegu sity grawitacji. Jest to zagadnienie szalenie ciekawe, a
jego rozwigzanie prowadzi do stynnych réwnan Einsteina na metryke pola grawitacyjnego.

Niestety, omowienie tego zagadnienia w pelnej ogélnosci przekroczytoby ramy niniejszego
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2nr/n

2n(r-dr)/n

Rysunek 10.1: Ksztatt jednej z n identycznych klatek.

wyktadu. Na otarcie tez chcielibySmy jednak przedstawi¢ pewng trickowa metode pocho-
dzaca od Andrzeja Szymachy, pozwalajaca odgadnaé¢ posta¢ metryki czasoprzestrzeni w
jednym szczegblnym, lecz z fizycznego punktu widzenia, niezwykle waznym przypadku.
Kto jeszcze nie domysla sie jaki to przypadek, niech ponownie przeczyta tytut niniejszego
rozdziatu.

Jak wiadomo, Ziemia to kula u nogi. Trzyma nas przy niej wytwarzane przez te kule
pole grawitacyjne. Totez i metryka odpowiadajaca takiemu polu powinna by¢ sferycznie
symetryczna, a jej elementy niezalezne od wspoétrzednej czasowej. Wyznaczmy zatem me-
tryke czasoprzestrzeni zaburzanej przez pewng statyczna, sferycznie symetryczna mase M.
Wygodnie nam bedzie wprowadzi¢ uktad sferyczny, w ktérym metryka przybiera ogolna

postac:

ds® = goo(r)c®dt* + g, (r)dr® — r* (d6° + sin® 0d¢?) , (10.11)

przy czym w granicy r — oo czasoprzestrzen staje sie euklidesowa i funkcje metryczne
goo(00) = 11 g,r(00) = —1. Wspélrzedna r zostala zdefiniowana w taki sposéb, by réwna
byta obwodowi odpowiadajacego jej okregu (o srodku w poczatku uktadu), podzielonemu
przez 27 (lub réwnowaznie, by jej kwadrat réwny byt polu powierzchni sfery podzielonemu
przez 4m). Zatem dr nie okresla rzeczywistej odlegtosci od centrum. Lokalng sktadowa
radialng odlegtosci okresla element \/Tr(r)dr. W dalszym wyprowadzeniu interesowac
nas bedzie metryka na zewnatrz znieksztalcajacej ja masy.

Azeby powiedzie¢ co$ o elementach takiej metryki przesledzmy nastepujacy ekspery-

ment myslowy. Rozwazmy uktad inercjalny bez pola grawitacyjnego, w ktérym znajduje
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sie n jednakowych klatek o ksztatcie zblizonym do trapezu, ktorego gérna krawedz jest wy-

2nr
n

cinkiem okregu o promieniu r i dhugosci <2, a dolna wycinkiem okregu okregu o promieniu

2 (r— , . . . L.
2n(r=dr) dr), zas$ boczne, symetryczne krawedzie sa odcinkami o dtugosci dr,
n

r —dr i dlugosci
jak na rysunku 10.1. Rozmiesémy n klatek réwnomiernie na obwodzie okregu o promieniu
duzo wiekszym niz r w taki sposéb, zeby Srodki gérnych i dolnych krawedzi lezaty na tym
samym promieniu tego okregu. Nastepnie nadajmy kazdej z klatek, jednocze$nie w rozwa-
zanym uktadzie, bardzo niewielka predkosé¢ skierowang radialnie do $rodka okregu. Niech
predkosci te beda tak mate, ze mozna zaniedbaé¢ skrécenie Lorentza. Po odpowiednio dtu-
gim czasie, gdy wszystkie klatki zderza sie (co nastapi jednoczesnie), zapelnia one szczelnie
pierécien o promieniu 7 i grubosci dr. Ponadto, w inercjalnym uktadzie obserwatora znaj-
dujacego sie wewnatrz jednej z klatek, w momencie zderzenia obie boczne $cianki zetkng
sie jednoczesnie i w catosci z bocznymi $ciankami sasiednich klatek.

Przypusémy teraz, ze identyczny eksperyment z uzyciem n klatek wykonamy w polu
centralnym opisanym metryka (10.11) rozmieszczajac klatki rownomiernie na okregu o
srodku w punkcie r = 0 i nieskoriczonym promieniu i nadajac im ponownie zaniedbywalnie
malg predkos¢ w kierunku srodka okregu. Na mocy zasady réwnowaznosci dalszy przebieg
wydarzen z punktu widzenia obserwatora znajdujacego si¢ wewnatrz klatki powinien by¢
nieodroznialny od poprzedniego eksperymentu, w ktérym pole grawitacyjne nie wystepo-
walto. Zatem ponownie boczne krawedzie klatki o wysokosci dr spotkaja sie jednoczesnie z
krawedziami sgsiednich klatek. Zwroémy jednak uwage, ze do zderzenia dojdzie w skonczo-
nej odlegtosci r od $rodka centralnej masy, gdzie przestrzen jest zakrzywiona i prawdziwa
grubosé pierscienia o zewnetrznym obwodzie 27r, a wewnetrznym obwodzie 27 (r — dr)
wynosi nie dr, lecz \/Tr(r)dr. Co zatem sprawia, ze klatki mimo wszystko zderza si¢ jak
nalezy, zapelniajac caly pierscien? Czynnikiem, ktory o tym przesadza musi by¢ skrocenie
Lorentza zwigzane z predkoscia spadajacych klatek. Przypomnijmy, ze w uktadzie inercjal-
nym przez caty czas klatki poruszaly sie z zaniedbywalng predkoscia, podczas gdy teraz ich
predkosé istotnie sie zwiekszyta. Zatem w ukltadzie spadajacej klatki grubo$¢ pierscienia,
do ktorego klatka ma si¢ dopasowac¢ zmniejsza sie w zwiazku ze skréceniem Lorentza. Musi

wiec zachodzié¢ zwiazek:

dr =14/1— Ve (r) V= gpr(r)dr, (10.12)

c2

gdzie v (1) jest predkoscia ciata przybywajacego z nieskonczenie daleka do punktu o wspot-
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rzednej radialnej r. Powyzszy zwiazek musi zachodzi¢, jesli spadek swobodny ma by¢ nie-
odroznialny od ruchu ze stala predkosciag w uktadzie inercjalnym, czyli ma by¢ spetniona
zasada rownowaznosci.

Kolejnym réwnaniem, z ktorego skorzystamy, jest zasada zachowania energii (10.8)
w spadku swobodnym. Przy zalozeniu, ze nieskoriczenie daleko od srodka masy predkosé
klatek byta zaniedbywalna, a czasoprzestrzen ptaska, czyli goo(00) = 1, z zasady zachowania

energii otrzymamy zwigzek:

900(7“ )
1 — Ugo (r)

c2

1= (10.13)

Poréwnanie dwoch powyzszych réwnan prowadzi do pierwszego waznego wniosku na temat

metryki (10.11), mianowicie:

9oo(r)grr(r) = —1. (10.14)

Oznacza to, ze do wyznaczenia jest tylko jedna nieznana funkcja. Jak tego dokonaé¢? Mamy
juz nieco doswiadczenia z uktadem jednostajnie przyspieszonym i moglibySmy sobie wy-
obrazi¢, ze sferycznie symetryczne, statyczne pole grawitacyjne powinno by¢ réwnowazne
nieskonczonemu zbiorowi rakiet, z ktorych kazda porusza sie ruchem przyspieszonym ra-
dialnie na zewnatrz srodka symetrii. Mogliby$my, by¢ moze, sie spodziewac, ze poprzez

_ g*(ro)r?

analogie z metryka (10.2) goo = &=, a g.(r) = —1, gdzie g(r) = —%'f" odpowiadatoby

przyspieszeniu grawitacyjnemu, czyli przyspieszeniu lokalnej rakiety wzietemu z przeciw-
nym znakiem.

Sami chyba jednak nie wierzymy w wynik, zgodnie z ktérym przyspieszenie grawita-
cyjne nie przechodzi w zadnej granicy w przyblizony, newtonowski wzor, a ponadto otrzy-
mana metryka jest sprzeczna z réwnaniem (10.14). Nasza logika jest tu bowiem nieco
zezowata. Rownie naiwna bytaby analogiczna hipoteza w przypadku elektrostatycznym.
Pole elektryczne pochodzace od nieskonczonej ptyty réwnomiernie natadowanej tadunkiem
nie zalezy od odlegtosci od ptyty, ale nie oznacza to przeciez, ze pole elektryczne wy-
twarzane przez tadunek punktowy ma by¢ radialne i réwniez niezalezne od odlegltosci od
niego. Zbyt dostowne korzystanie z tego, co wiemy o zegarach w uktadzie przyspieszonym
stanowi zatem marng metode. By¢ moze jednak na wtasciwy trop naprowadzi nas analo-

gia z rozumowaniem prowadzacym w elektrostatyce do prawidtowego wyniku. Kluczowym
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pojeciem, ktorego uzywa si¢ do wyprowadzenia wzoru na pole wytwarzane przez tadunek
punktowy jest strumien pola. Jak wiadomo, w elektrostatyce strumien pola przez zamknieta
powierzchnie, wewnatrz ktoérej nie ma tadunku, znika. Znajomo$c¢ tego faktu wystarcza do
wyznaczenia, z dokladnoscig do statej, pola wytwarzanego przez tadunek punktowy. W
przypadku grawitacyjnym analogia pola elektrycznego proporcjonalnego do przyspiesze-
nia tadunku probnego jest pole przyspieszen g(r) doznawanych poczatkowo przez czastki
prébne ,upuszczane” swobodnie z réznych potozen r. Zbadajmy wiec strumien pola przy-
spieszen przez zamknietg powierzchnie w znanym nam przypadku nieinercjalnego obser-

watora jednostajnie przyspieszonego. Korzystajac ze wzoru (9.23) mamy:

g(r) =——zx, (10.15)

gdzie ujemny znak informuje, ze przyspieszenie spadajacej w rakiecie czagstki swobodnej
skierowane jest przeciwnie do przyspieszenia rakiety. Bioragc gradient obu stron réwnania

dostajemy:

V-g(r) = c e

2 c?

£0. (10.16)

Jest to bardzo ciekawy wynik. Pokazuje on, ze strumien pola nie znika jak w elektro-
statyce, a zatem pole przyspieszen musi by¢ nielintowe*. Wynik ten jest takze czytelna
sugestia, ze réwnania pola Einsteina wyznaczajace metryke powinny by¢ takze rowna-
niami nieliniowymi. To za$ niemal zawsze oznacza powazne trudno$ci matematyczne w ich
rozwiazywaniu.

Poki co, nie jest to jednak nasz problem. Naszym problemem jest wyznaczenie nieznanej
funkcji goo(r). Wzor (10.16) to jedyny punkt zaczepienia, ktérym dysponujemy, wiec w
dalszej cze$ci przyjmiemy hipoteze, ze prawo (10.16) obowiazuje réwniez w przypadku
tréjwymiarowym (tak wlasnie jest w elektrostatyce, a nawet elektrodynamice). Rozwazmy
sfere o ,promieniu” r i grubosci \/—g,,(r)dr. Strumien pola przyspieszen g(r) = g(r)#

przez rozwazany element objetosci wynosi:

*Oznacza to, ze jesli réwnanie (10.16) jest spelnione dla pewnego pola przyspieszen g,(r) oraz dla
innego pola przyspieszen g,(r), to nie bedzie ono spelnione dla pola przyspieszen bedacego suma g, (r) +

g, (7). Méwiac najprosciej: suma nieliniowych p6l nie jest poprawnym polem.
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2
—g(r)4nr® + g(r +dr)dn(r +dr)? = g—(;)élm“Q\/ — gy (r)dr, (10.17)
c
co po skorzystaniu z (10.14) prowadzi do réwnania:

goo(r) d (g(r)r?*)  g(r)

= . 10.1
g(r)r? dr c? (10.18)

Jest to nasze drugie wazne rownanie, ale wprowadza ono do rozwazan kolejna funkcje g(r).
Zatem do rozwigzania interesujacego nas zagadnienia nadal potrzebujemy jeszcze jednego
niezaleznego réwnania, wiazacego funkcje goo(r) i g(r). Jest cheé, znajdzie sie sposob.
Rozwazmy spadek swobodny ciala o masie m z punktu o wspotrzednej radialnej r o
niewielka warto$¢ wspotrzednej dr. W swobodnym spadku zachowana jest energia (10.8),

zatem mamy:

me/goo(r) = mety/ goolr — dr). 10.19

Po elementarnych przeksztatceniach dostajemy stad:

e (1= 9o =dr) _ 2 ddo(r) ! a1 = 22900 4, 10 90)
dr 9oo(7)\/ = Grr(7) dr ’ .

gdzie dl = \/—g,-(r)dr jest rzeczywista, lokalna droga przebyta przez spadajace ciato.

Poniewaz spadek trwal nieskonczenie krétko, mozemy stosowaé $cisle wzory nierelatywi-

styczne, zgodnie z ktérymi v? = —2¢dl. Prowadzi to do réwnania:

gé? _ 4 gf;‘)(r), (10.21)

ktore konczy nasze poszukiwania. Mamy komplet rownan, teraz wystarczy je tylko roz-
wiaza¢. Jest to zadanie bardzo latwe. Poréwnujac stronami réwnanie (10.18) z (10.21)

dostajemy:

(10.22)
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Uczeni obliczaja, ze rozwigzaniem tego réwnania jest stata funkcja spod pochodnej:
vV goo(r)g(r)r* = C. (10.23)
Korzystajac ponownie z (10.21) dostajemy réwnanie wytacznie na goo(r):

ngQ(T‘) . 2C

dr c2r?’

(10.24)

ktérego rozwiazaniem z warunkiem brzegowym ggo(00) i w wynikajacymi z niego pozosta-

tymi szukanymi funkcjami sa:

2C
= 14+2=
Goo(T) + 2
1
gT’T’(T) = _1+2C/C2T
g(r) = ¢ (10.25)

/11 20) @

Pozostaje juz tylko do wyznaczenia stata C. Mozna to zrobi¢ w oparciu o znane, newto-

nowskie pole przyspieszen w granicy nierelatywistycznej: g(r) = _312\4 , gdzie G jest stalg

grawitacji Newtona. Daje nam to C' = —G M, zatem ostatecznie metryka, zwana metrykq

Schwarzschilda przyjmuje postac:

2GM
ds® = (1 _ 26 dr® — r? (d6* + sin® 6d¢?) (10.26)

1
21,2
dt” — ————5—
cAr )C 1—-2GM/c*r

a wynikajace z niej przyspieszenie swobodnej czastki probnej w potozeniu o wspotrzednej

T
GM
g(r)=— . (10.27)
r2\/1 —2GM/c3r
Wyznaczona metryka (10.26) zachowuje sie niepokojaco dla r = 22{” = R oraz r = 0.

Tak dlugo, jak rozwazana masa rozciaga si¢ czesciowo w obszarze r > R, nie musimy
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sie tym martwi¢, gdyz metryke wyznaczyliSmy w przestrzeni na zewnatrz masy. Mozemy
jednak rozwaza¢ mase znajdujaca sie catkowicie wewnatrz sfery o ,,promieniu” R zwanym
promieniem Schwarzschilda, a wéwczas zaczng dzia¢ si¢ ciekawe rzeczy. Przede wszystkim
zauwazmy, ze predkosé ucieczki vy dla r — R dazy do predkosci $wiatta, co oznacza,
ze nic, co znajduje sie ponizej promienia Schwarzschilda nie bedzie w stanie stamtad sie
wydostaé, a wrecz zostanie w krotkim czasie wessane do punktu centralnego r = 0 zwanego
osobliwoscig. Zatem jedyny statyczny rozktad masy zawartej wewnatrz tego obszaru to
masa punktowa umieszczona w osobliwosci. Taka punktowa mase i wytwarzane przez nia
pole grawitacyjne nazywa si¢ czarng dziurg.

Zbadajmy obszar czasoprzestrzeni wokét czarnej dziury, w okolicy promienia Schwarz-
schilda r ~ R. WprowadZmy nowg zmienng Ar = r — R, w ktorej metryka przyjmuje

postac:

Ar CzdtQ_ArJrR

ds? = —
iy Ar+ R Ar

dAr® — (Ar + R)? (d6? + sin® 6d¢?) . (10.28)

W bezposrednim sgsiedztwie r =~ R mozemy przyjac¢, ze Ar < R, ponadto zauwazmy,
ze wspotrzedna Ar nie odmierza rzeczywistej odlegltosci, gdyz r zdefiniowane byto jako
obwdd okregu podzielony przez 2m. Rzeczywista, infinitezymalna odlegtosé¢ okreslona jest
wyrazeniem dz = \/Tr(r)dr R~ @dAr = 2dv/RAr. Ponadto, zamieniajac pozostate
zmienne przestrzenne zgodnie z podstawieniem: R? (d6? + sin® 0d¢?) = dy* + dz?* otrzy-

mujemy nowg posta¢ metryki Schwarzschilda w okolicy r ~ R:

2

ds? = 4x—R202dt2 —da? — dy* — d2% (10.29)

I oto stata sie rzecz wspaniata, otrzymaliémy metryke obserwatora jednostajnie przyspie-
szonego (10.2), o ktérym wiemy juz catkiem sporo! W nowych zmiennych, opisujacych
lokalnie rzeczywiste odlegtosci okazuje sie, ze promien Schwarzschilda definiuje powierzch-
nie horyzontu zdarzen wokot czarnej dziury i, jak wezedniej napisaliSmy, nic, nawet Swiatto,
nie moze wydostac sie zza niego, gdy raz znalazto sie wewnatrz. Lepiej co prawda widzie¢
napis ,wstep wzbroniony”, niz ,wyjscia nie ma”, niestety mamy tu jednak do czynie-
nia z sytuacja zgota przeciwna. Region w poblizu horyzontu zdarzen moze by¢, na mocy

zasady réwnowaznosci, opisany przez uktad jednostajnie przyspieszony charakteryzowany
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. . . . 2 .
zegarem poruszajacym si¢ z przyspieszeniem a = 7. Zatem absolutnie wszystko, czego do-
wiedzieliSmy sie¢ w rozdziale 9 na temat rzeczywistosci widzianej przez tego nieinercjalnego

obserwatora stosuje sie do opisu okolic horyzontu czarnej dziury.

10.7 POZARCIE PRZEZ CZARNA DZIURE

Wokeét zagadnienia czarnych dziur narosto mnéstwo mitow. Jednym z najczestszych nie-
porozumien jest twierdzenie, jakoby obiekty pozerane przez czarng dziure, czy tez mowiac
precyzyjniej, wpadajace za horyzont zdarzen, przepadaty ostatecznie z dostepnego nam
Swiata grzebiac wraz z soba pewna cze$¢ entropii (lub informacji). Niektérych nawet skla-
nia to do podejrzen, ze istnienie czarnych dziur wprowadza mechanizm tamania I zasady
termodynamiki. Otéz nic bardziej mylnego. Wiemy bowiem doskonale z rozdziatu 9, ze
w naszym zewnetrznym ukladzie odniesienia zadne swobodnie (ani nieswobodnie) spada-
jace ciatlo nigdy nie osiagnie horyzontu zdarzen. Powiedzmy gtosno i wyraznie: z naszego
punktu widzenia jeszcze nigdy nic nie wpadto do zadnej czarnej dziury! A zatem nigdy nie
przepadta w ten sposob zadna informacja czy entropia.

No dobrze, a jak wyglada sytuacja z punktu widzenia spadajacego obiektu? Jesli jego
rozmiary sa duzo mniejsze od promienia Schwarzschilda, to miniecie horyzontu zdarzen
bedzie dla tego obiektu wrecz niedostrzezone. Nie wydarzy sie w chwili mijania absolutnie
nic szczegdlnego (z podobna sytuacja mamy do czynienia mijajac samochodem granice
belgijsko-holenderska; jedynie ztosliwi znaja sposéb, ktorego tu nie wyjawie, na stwierdze-
nie, czy wciaz jesteSmy w Belgii, czy moze juz w Holandii). Przypomnijmy zas, ze z punktu
widzenia obserwatora mijajacego horyzont, Swiat zewnetrzny jest wcigz widoczny, zatem i
z jego punktu widzenia zadna informacja czy entropia nie przepada bez wiesci.

Spadajacy pod horyzont obserwator musi sie natomiast liczy¢ z ktopotami, jesli jego
rozmiary nie sa duzo mniejsze od promienia Schwarzschilda. Wéwczas bowiem pojawiaja
sie wzrastajace sity ptywowe rozrywajace spadajgce obiekty wzdtuz sktadowej radialnej i
sciskajace je wzdtuz sktadowej poprzecznej. Naprawde ciekawe rzeczy moga sie wydarzy¢
pod horyzontem zdarzen, pod ktérym, w samym srodku, w r = 0, znajduje sie osobliwos¢,
do ktérej ostatecznie musi trafi¢ wszystko, co dotarto pod horyzont. Jednak ten fascynujacy
temat pozostawimy juz na caltkiem inng okazje.

W jaki sposob obliczy¢ czas wlasny, po ktérym swobodnie spadajacy obserwator dotrze

do osobliwosci? Musimy rzecz jasna skorzystaé ze swiezo wyprowadzonej metryki (10.26).
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W najprostszym mozliwym przypadku, gdy ruch jest czysto radialny, mozemy przyjac

df = d¢ = 0, a wowczas metryka Schwarzschilda upraszcza si¢ do postaci:

2GM 1
ds* = (1 - At — —————dr?. 10.
i ( cAr )C 1—-2GM/c*r : (1030)

Z definicji predkosci lokalnej (10.5) wynika zwigzek:

Tr ,r
goo(r)dt? = —2 0(2 Jar?, (10.31)

ktory po wstawieniu do wyrazenia na metryke (10.30) daje:

1 ?
e (-1 2 10.32
ds 1 —2GM/c*r (v2 )d’r (10:32)

Rozwazany ruch odbywa si¢ w statycznym polu grawitacyjnym, obowiazuje w nim zatem
zasada zachowania energii (10.8). Po skorzystaniu z wyrazenia na wspétczynnik goo(r) dla
metryki Schwarzschilda mozemy z zasady zachowania energii otrzymacé zwiazek pomiedzy
predkoscia lokalna v, a radialna wspotrzedng r. Przy zaltozeniu, ze ruch rozpoczat sie z

potozenia ry bez predkosci poczatkowej dostajemy po elementarnych przeksztatceniach

zwigzek:
2 1—2GM/c?
1= jer (10.33)
v? 2GM/c2r —2GM/c?rg
dzieki ktoremu mozemy pozby¢ sie z wyrazenia (10.32) zaleznosci od predkosci:
2d 2
ds? c (10.34)

T 2GM (1)r — 1/rg)

Powyzsze réwnanie nalezy teraz wycatkowa¢ w granicach od 7y do 0, a catkowanie to
najtatwiej wykona¢ przyjmujac nastepujaca parametryzacje wspétrzednej radialnej: r(n) =

2(1 + cosn), dla ktorej otrzymujemy:

3.2
roC

ds —
= Vsom

(14 cosn)dn. (10.35)
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Calkowanie powyzszego réownania jest juz catkiem banalne. Otrzymujemy z niego wynik

okreslajacy catkowity czas 7 = 2 podrézy z potozenia r = ry do osobliwosci:

om0 (10.36)
-V 8GM’ '

Zgodnie z naszymi zapewnieniami czas ten jest skonczony. Podobnie jak niniejszy rozdziat.

Pytania

e Jaka jest réznica pomiedzy metryka tréjwymiarowej przestrzeni i czterowymiarowe;

czasoprzestrzeni?

o Czy zawsze mozna wprowadzi¢ taki uktad wspétrzednych, w ktorym metryka zakrzy-

wionej czasoprzestrzeni staje sie metryka Minkowskiego?

e Czym rozni sie czasoprzestrzen nieinercjalnego obserwatora jednostajnie przyspieszo-
nego od czasoprzestrzeni obserwatora ,inercjalnego”, ale poshigujacego sie zmien-
nymi krzywoliniowymi, ktore tak numerujg czasoprzestrzen, ze odpowiadajace im

przeksztalcenie krzywoliniowe odtwarza transformacje Rindlera?

e Czy w ruchu swobodnym energia zachowana jest dla dowolnie zakrzywionej czaso-
przestrzeni? Jesli sy jakies ograniczenia zasady zachowania energii, to jaka jest ich

fizyczna przyczyna?

e Dlaczego tor ruchu swobodnego w zakrzywionej czasoprzestrzeni jest rozwigzaniem

zagadnienia wariacyjnego?

e Czym rézni si¢ horyzont zdarzen czarnej dziury od horyzontu zdarzen obserwatora

jednostajnie przyspieszonego?
e Co dzieje si¢ z informacja tracona, gdy cialo wpada pod horyzont zdarzen?

e 7 punktu widzenia obserwatora zewnetrznego, zaden obiekt nie dostanie si¢ w skon-
czonym czasie pod horyzont zdarzen. Czy zatem mozliwe jest, zeby w skonczonym

czasie z zapadajacej sie gwiazdy powstata czarna dziura?

e Co statoby sie z trajektorig Ziemi, gdyby Stonice nagle zamienito si¢ w czarna dziure?
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Zadania

e Rozwiazania zadan do poprzedniego rozdziatu pokazuja, ze $wiatto nie nadaje si¢ do
badania skonczonych odlegtosci metoda radarowa, gdyz jego predkos¢ wspodtrzedno-
Sciowa nie jest stata. Mozemy jednak zastosowa¢ metode radarowg do badania infini-
tezymalnych odlegtosci, gdyz w bezposrednim otoczeniu punktu, w ktérym znajduje
sie zegar, predkosé¢ swiatta mierzona jego czasem wynosi c. Wykorzystaj metode ra-
darowa do wyznaczenia odleglosci pomiedzy nieskonczenie bliskimi zdarzeniami dla

metryki, ktorej elementy go; # 0.
e Sformutuj zasade wariacyjng dla promienia Swiatta w zakrzywionej czasoprzestrzeni.
e Oblicz (rzeczywiste) pole powierzchni horyzontu zdarzen czarnej dziury.

e Ile wynosi promien Schwarzschilda czarnej dziury o masie Ziemi? Jaki btad popel-

niamy zaktadajac, ze stosunek obwodu rownika do $rednicy Ziemi réwna sie w7

e Udowodnij, ze czas spadku na horyzont czarnej dziury mierzony przez obserwatora

poshugujacego sie czasem ¢ z metryki (10.30) jest nieskoniczony.



Rozdzial 11

ELEKTRODYNAMIKA™

Zakoflczyliémy poznawanie doktryn mechaniki relatywistycznej, pora na elektromagne-
tyzm. Nie bedziemy jednak zajmowaé sie tworzeniem wersji relatywistycznej réwnan Max-
wella, a to dlatego, ze sg one juz relatywistyczne, cho¢ sa starsze od samej teorii wzglednosci.
Material przedstawiony w niniejszym rozdziale uswiadomi nam, ze pojecie ,elektrodyna-
miki relatywistycznej” powinno spas¢ w doét razem z mastem maslanym. Mimo blogiej

nieswiadomosci samego Maxwella.

11.1 PRELUDIUM

W réwnaniach Mazwella wystepuja dwie stale, ktére mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie:

stata dielektryczna ey oraz przenikalnos¢ magnetyczna prozni pg:

*Niniejszy rozdzial przeznaczony jest dla oséb, ktére mialy wezesniej stycznosé z rownaniami Max-
wella i opanowaly instrukcje obstugi wektorowego operatora rézniczkowego V uzywanego do opisu wiel-
kosci takich jak dywergencja, rotacja, tudziez gradient, przy pomocy ktérych sformutowane sa réwnania
elektrodynamiki. Pozostatych, ktérym symbol V kojarzy sie raczej z pomieszczeniem dla dzentelmenow

pozdrawiamy i zapraszamy wkrotce.
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v.E =%
€0
V-B =0
(11.1)
OB
E = - —
V x o
. OFE
VXxB = wj +/~LOEOE-

Okazuje sig, ze iloczyn tych dwoéch statych ma wymiar [;—22], czyli odwrotnosci kwadratu

predkosci. Mozemy zatem wprowadzi¢ nowa statyg o wymiarze predkosci, z definicji rownag

1
JHogo
sity przyciagania dwoch tadunkow elektrycznych, a nastepnie sity oddziatywania dwoch

c = i wyznaczy¢ jej wartos¢ eksperymentalnie na podstawie wynikow pomiarow
przewodéw z pradem otrzymujac ¢ ~ 3 - 108[%]. Jest to wlasnie predkosé swiatta, czyli
predkosé¢ propagacji prozniowych rozwigzan réwnan Maxwella. I nie chodzi tu wytacznie o
fale elektromagnetyczne. Bowiem zmiany potencjatu elektrostatycznego ¢ wywotane cho-
ciazby zmienng w czasie gestoscia wytwarzajacych go tadunkéw propagujag sie rowniez z
predkoscia c. By sobie to uswiadomi¢ wystarcza kilka prostych przeksztalcen réwnan (11.1).

Szczegoly w glebi rozdziatu. W wyniku otrzymamy:

PP
eotto—=5 — D = 0. 11.2
010" 575 ® (11.2)
Jest to ni mniej, ni wiecej, a zwyklte rownanie falowe, ktérego rozwigzania rozchodza sie,

jak wiadomo, z predkoscia ¢ = 1/,/Eoftg. | juz zaczyna pachnieé¢ teoria wzglednosci.

11.2 POTENCJAL PORUSZAJACEGO SIE LADUNKU

Rekonesans relatywistycznych wtasnosci elektrodynamiki klasycznej rozpoczniemy od zba-
dania ciekawego przyktadu. Sprobujmy wyznaczy¢ potencjal elektrostatyczny pochodzacy
od poruszajacego sie tadunku punktowego. Sprawa niby prosta. Zaraz jednak okaze sie, jak

tatwo sie pomyli¢.
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Zacznijmy od wypisania ogélnego wyrazenia na potencjat elektrostatyczny w punkcie rg
i chwili ¢ pochodzacy od dowolnego rozktadu tadunku elektrycznego o(r,t) (dopuszczamy

mozliwosé zaleznosci rozkladu tadunku od czasu):

o(ra,t)
rg,t)= [ &r , 11.3
#(re;t) / A dmegr ( )
gdzie r = |rg — ra|. Oczywiscie wzor ten jest niepoprawny, bo potencjal elektryczny w

danej chwili ¢ nie moze zaleze¢ od rozktadu tadunkéw w tej samej chwilil Potencjal ¢
nie moze ,dowiadywac si¢” natychmiast o aktualnym rozktadzie tadunkéw, a wytacznie
o rozktadzie w chwilach wczesniejszych (w przeciwnym razie mozna by uzywaé pomiarow
potencjatu ¢ do btyskawicznego przekazywania informacji). Poniewaz jednak nie chcemy
na razie odwolywaé¢ si¢ do naszej znajomosci teorii wzglednosci, a jedynie opiera¢ si¢ na
prawach elektromagnetyzmu, postuzmy si¢ wnioskiem z poprzedniego podrozdziatu: zabu-

rzenia potencjatu propaguja sie z predkoscig c. Zatem poprawny wzor ma postac:

Q(TA7 tret)
t) = [ dPrp =2 114
@(er ) / A 47T€07” ’ ( )

gdzie t., = t — % jest tak zwanym czasem retardowanym (opéznionym), co oznacza, ze
potencjal ,czuje” jedynie rozktad tadunkow w chwilach wezesniejszych. W ten sposéb uzy-
skujemy gwarancje, ze zmiany potencjatu propaguja sie zawsze z predkoscia ¢, doktadnie
jak fale elektromagnetyczne, czyli po prostu swiatto.

Sprobujmy wiec odpowiedzie¢ na interesujace nas pytanie: jaki jest potencjal genero-
wany przez punktowy tadunek ¢ poruszajacy sie z predkoscia v? Oczywiscie, naturalnym

rozwigzaniem wydaje sie by¢:

N q
ATEQT or

¢(re, t) (11.5)

gdzie 7, jest odlegtoscig miedzy potozeniem tadunku w odpowiednio wczesniejszej, retar-
dowanej chwili a punktem w ktérym badamy pole w chwili obecnej. Okazuje sie, ze po
raz kolejny jestesmy w bledzie. No céz, myli¢ sie jest rzecza ludzka, ghupota to takze jakis

sposob korzystania z mozgu. Poprawny wynik jest nieco bardziej skomplikowany:

_ L
- 47T€0Tret (]. - vr/c)ret’

¢(re, t) (11.6)
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» X

Rysunek 11.1: Diagram czasoprzestrzenny natadowanego odcinka AC. Szukamy potencjatu w punkcie B.

czyli pojawia si¢ dodatkowo wyraz ze sktadows predkosci w kierunku punktu w ktoérym
badamy pole, obliczony w chwili retardowanej.

Skad bierze si¢ dodatkowy czton? Najtatwiej to zrozumieé¢ rozwazajac przyktad odcinka
AC natadowanego réwnomiernie tadunkiem ¢ i poruszajacego sie wzdluz prostej, na kto-
rej lezy. Sprobujmy znalezé potencjal na tej prostej, w punkcie B. Odpowiedni diagram
czasoprzestrzenny przedstawiony jest na rysunku 11.1. Szary obszar reprezentuje fragment
czasoprzestrzeni zajmowany przez poruszajacy sie, natadowany odcinek. Do punktu B do-
ciera informacja o rozktadzie tadunku, ktorej linia $wiata zostala zaznaczona na diagramie
przerywana linig. Oznacza to, ze do punktu B dociera informacja o tadunkach znajduja-
cych sie na przecigciu przerywanej linii swiata oraz szarego obszaru. Wida¢, ze pozorna
dtugosé natadowanego odcinka nie jest réwna |AC|, tylko |AC'|. Zatem potencjal w punk-
cie B jest taki, jak gdyby byt generowany przez tadunek, ktorego wartosé nie jest rowna

IAC’]

q, tylko I Tac) - Oznacza to, ze musimy odpowiednio zmodyfikowa¢ wyrazenie na potencjal

pochodzacy od natadowanego odcinka. Poniewaz |AC| = |AC'|(1—wv/c), gdzie v jest predko-

q
1-v/c*

Scig odcinka, to we wszystkich wyrazeniach zamiast ¢ nalezy wstawia¢ Nasza analize
nietrudno uogélni¢ na przypadek trojwymiarowy. Wowcezas nalezy tylko zastapié¢ predkosé
v jej rzutem v, na kierunek, w ktéorym szukamy potencjatu. Ot, i cata filozofia.

W wyniku dokonywanych przeksztatcen wyszto na jaw, ze rezultat nie zalezy od dtu-
gosci odcinka |AC|, wiec nasze wzory powinny by¢ poprawne réowniez, gdy odcinek jest
nieskonczenie krotki, czyli gdy tadunek jest punktowy. W ten sposob docieramy szczesli-
wie do poprawnego wyrazenia (11.6) na potencjal generowany przez tadunek poruszajacy

sie z dowolng predkoscia. Wystarczy tylko, znajac réwnanie ruchu tadunku, znalezé od-

powiednie predkosci i potozenia retardowane. Wynik nasz mozemy jeszcze przepisa¢ w
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rownowaznej, eleganckiej postaci:

B q
CAdmeg(r — 7 v/C)e

¢(re, t) (11.7)

W identyczny sposob, korzystajac z zalezno$ci potencjalu wektorowego A od rozktadu

pradéw elektrycznych, mozemy wyznaczyc:

— quet
Aeog(r — 7 - v/C)e;

A(rg, 1) (11.8)

Otrzymane réwnania nazwane zostaly nazwiskami swoich odkrywcow. Sa to potencjaty
Liénarda-Wiecherta. Ostatnia rzecza, ktéra teraz uczynimy, bedzie znalezienie tych po-
tencjatow dla najprostszego mozliwego przypadku: ruchu tadunku q ze stala predkoscia v
wzdluz osi z.

W przypadku jednostajnego ruchu mozemy bez trudu obliczyé¢ retardowane czynniki
wystepujace w potencjatach Liénarda-Wiecherta. Po pierwsze, retardowana odlegtosé po-
miedzy poruszajacym sie tadunkiem a punktem, w ktéorym badamy potencjat r.., wiaze

sie z czasem retardowanym ¢, w ktérym tadunek znajdowal sie wtasnie w punkcie r

ret) ret )

zaleznoscia:

(11.9)

Z drugiej strony, rownanie ruchu tadunku jest postaci x = vt, wiec spetniony jest tez inny

zwigzek:

Tret = \/("E - Utret>2 + y2 _'_ 22 (1110)

Wystarczy zatem rozwigza¢ uktad powyzszych dwéch rownan wyznaczajac t,.. oraz r..

Pozbywajac sie z rownan r,,, dostajemy:

At —tw)? = (v — vto)? +y* + 22, (11.11)

stad natomiast:
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V2 ve 1 V2

W celu obliczenia r,., wystarczy wykorzystaé raz jeszcze wzér (11.9) razem z wyrazeniem
powyzej. Do obliczenia potencjatu elektrostatycznego ¢ danego wyrazeniem (11.6), trzeba

nam juz tylko wyrazenia na (1 — v,/c),... Retardowana sktadowa ,radialna” v, jest réwna:

— vt
(0 ) = 00t (11.13)
Tret

Zatem retardowany mianownik wyrazenia (11.6) jest po prostu réwny:

2
C(t — t) — 2(z — vta) = c [t T (1 - ”—2) t} . (11.14)
C C

c2

Wstawiajac wyrazenie (11.12) dostajemy ostatecznie:

9 -1/2
q 1 T — vt 9 9
r,t) = +y +z . 11.15
90( ) 47T€0 /1 _ ,UQ/CQ ( /1 _ 02/02> y ( )

I oto stala sie rzecz niebywata. Nagle, z elementarnej analizy réwnain Maxwella (11.1) otrzy-
malismy wynik znany nam z pierwszego rozdzialu — transformacje Lorentza! Co prawda,
nieco sie napracowalidmy, ale wynik jest tak prosty, ze trudno nie zauwazy¢, ze znajac od
poczatku poprawne wzory transformacyjne wystarczyto zrobi¢ jeden prosty ruch, by go

otrzymac: wzigé¢ potencjat tadunku spoczywajacego

q 1
r.t) =
e(r.1) Ameo \ /22 + y? + 22

i dokona¢ transformacji Lorentza wspotrzednych x, y i z! Przeciez nasza podstawowa zasada

(11.16)

mowi, ze nie da sie stwierdzi¢, czy to my poruszamy sie w poblizu spoczywajacego tadunku,
czy tez tadunek jest w ruchu, a my spoczywamy. Jesli jednak nie zna si¢ prawidtowych
wzoréw transformacyjnych, jak miato to miejsce w XIX wieku, mozna znalez¢ ich postac
poprzez analize réwnan Maxwella. Tak wtasnie uczynit Lorentz i Poincaré na wiele lat

przed Einsteinem.
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Dobrze, ale réznica pomiedzy wzorami (11.15) i (11.16) nie sprowadza si¢ wylacznie
do transformacji Lorentza. Pojawia sie jeszcze dodatkowy czynnik \/m Skad sie
on bierze? Ot6z, gdyby go nie byto, to catka z laplasjanu ¢ po calej przestrzeni bytaby
rozna dla tadunku spoczywajacego i poruszajacego sie. Oznacza to, ze w obu sytuacjach
catkowity tadunek w przestrzeni (czyli po prostu rozwazany tadunek punktowy) bytby
rozny. Dodatkowy wyraz pelni wiec role czynnika normalizacyjnego, gwarantujacego statosé
tadunku we wszystkich uktadach odniesienia. Wkrotce dowiemy sie o nim nieco wiece;j.

WyprowadziliSmy postaé¢ potencjatu elektrostatycznego ruchomego tadunku. Analo-

giczna procedura prowadzi do wniosku, ze potencjat wektorowy tego tadunku jest postaci:

v
A= =¥ (11.17)
Wkrotce zreszty okaze sie, ze zwiazek pomiedzy ¢ 1 A jest glebszy, wielkodci te sa bowiem

sktadowymi wspolnego czterowektora.

11.3 W POSZUKIWANIU KOLEJNYCH CZTEROWEKTOROW

Powoli naszym oczom ukazuje sie niezwykty, relatywistyczny charakter réwnan Maxwella.
Przystapimy teraz do szczegdtowej analizy. Do opisu wielkosci fizycznych, podobnie jak w
mechanice klasycznej, uzyjemy pojecia czterowektora.

Roéwnania elektrodynamiki sa lokalnymi réwnaniami rézniczkowymi, musimy si¢ wiec
najpierw zastanowi¢, w jaki sposob uogélni¢ trojwymiarowy operator rézniczkowy V, ktory
w dziataniu na pole skalarne dawal pole wektorowe niezalezne od uktadu odniesienia. Po-
dobnie, jak we wezesniejszych rozdziatach wprowadzali$émy pojecie czteropotozenia (ct, ),
tak obecnie narzuca sie nastepujaca definicja czterogradientu: V* = (C%t, V). Przekonajmy
sie, czy tak zdefiniowany obiekt posiada wymagane wlasnosci, to znaczy, czy jest wspot-

zmienniczy. 7Z jednej strony operator V* powinien transformowaé si¢ jak przystato na

czterowektor:

O _Vygr yr_V. o
vH— [ cot < ’ ccdt 7y vz | (11.18)
V1=V2/2 /1 -V2/c2

z drugiej, zwykte zasady zamiany zmiennych przy roézniczkowaniu wymagaja by zachodzit

zwiazek:
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o (D G\ _(%0 w0 o o o0 0
 \cot”’ \OtcOt  cotox’ Ox'dxr  Ox' cot’ Oy’ 0z

0 T T
otV VAL G (11.19)
\/1—V2/c2’\/1—V2/02’ ’ . .

Warunek wspoétzmienniczosci wymaga, by obie metody prowadzity to jednego wyniku, jed-

nak wida¢, ze z naszymi wzorami jest cos$ nie tak, bo pojawia si¢ rozbiezno$¢ — wyniki
roznig sie dwoma znakami. Wyglada na to, ze nasz wybodr czterogradientu nie byl naj-
lepszy, ale mozemy w prosty sposéb skorygowaé przyjeta definicje by otrzymaé operator

transformujacy sie wspotzmienniczo. W tym celu zdefiniujemy:

0
0—8-[:7 _V).

Wida¢ od razu, ze ta definicja jest zgodna z transformacjami zamiany zmiennych roz-

V= ( (11.20)

niczkowych (11.19). Zatem powyzszy operator V* posiada odpowiednie wlasnosci. Jest to
wtasnie poszukiwany czterogradient.
Powr6émy do réwnan Maxwella. Jak wiemy, wynika z nich lokalne rownanie ciggtosci

tadunku elektrycznego:

%, .50 e
Azeby je wyprowadzi¢, wystarczy obliczy¢ pochodna po czasie pierwszego z rownan (11.1),
zamieni¢ kolejnos¢ pochodnej po czasie i dywergencji, a nastepnie wstawi¢ do tak otrzy-
manego wzoru czwarte réwnanie (11.1). Oczywiscie, réwnanie ciagtosci wyrazajace lokalna
zasade zachowania tadunku musi by¢ spetnione we wszystkich uktadach odniesienia. Ozna-
cza to, ze postaé¢ tego réwnania nie moze si¢ zmieniaé przy zmianie uktadu inercjalnego.

Zwroémy uwage, ze lewa strone tego rownania mozna zapisaé jako czterowektorowy iloczyn

czterogradientu i nastepujacego nowego czterowektora j* = (cp, J):

N V¥ =0, (11.22)

o ile, rzecz jasna, j" jest poprawnym czterowektorem. I tak wlasnie musi by¢ azeby réwna-

nie ciggltosci byto spelione w kazdym uktadzie odniesienia. Nowy czterowektor nazywamy
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czteroprgdem. Jego czasowa sktadowa to gestosé tadunku elektrycznego, a sktadowa prze-
strzenna to gesto$¢ pradu. Mozemy zreszta zauwazyé¢ cos ogolniejszego: jakakolwiek para
wielkosci spetniajacych rownanie ciggtosci we wszystkich uktadach inercjalnych musi two-
rzy¢ czterowektor. Czteroprad jest tylko przykitadem tej zasady.

Zapiszemy teraz rownania Maxwella 11.1 w nieco zmienionej postaci. Dzigki temu be-
dziemy mogli zauwazy¢ kolejna ciekawg rzecz. Przekonamy sie mianowicie, jakie sg dalsze
konsekwencje relatywistycznej niezmienniczosci rownan Maxwella.

W tym celu, zamiast postugiwac sie polami E i B uzyjemy ich potencjatéw. Z drugiego z
réwnan (11.1) wynika, ze pole magnetyczne mozna wyrazi¢ jako rotacje pola wektorowego:

B =V x A. Wstawiajac to do trzeciego rownania (11.1) dostajemy:

v (24) 0 s

W przypadku elektrostatycznym rotacja pola elektrycznego znika, i dlatego zamiast niego
mozemy postugiwac sie potencjatem skalarnym ¢. Jest tak zawsze: ilekro¢ rotacja jakiegos
pola wektorowego znika, mozemy réwnowaznie uzywaé potencjalu skalarnego, z ktorego
mozemy ,odzyska¢” pole biorac po prostu gradient. Wynika stad, ze wyrazenie znajdu-
jace sie pod rotacja w réwnaniu (11.23) mozemy zastapi¢ (minus) gradientem pewnego

potencjatu skalarnego ¢. Wynika stad, ze:

0A
E=-Vyp— —. 11.24
LT (11.24)
W szczegdlnym przypadku poél stalych w czasie dostajemy znany zwiazek E = —Vop.

Wstawiajac wzor (11.24) do pozostatych dwoch réwnan Maxwella (11.1) dostajemy:

0 0

Ny — — A = =

14 atv €0
.1 /02A 0

Obydwa réwnania wygladaja teraz odrazajaco. Zamiast obiecywanej prostoty mamy przed
sobg bardzo skomplikowane wyrazenia. Jednak prostote mozna odzyska¢ jednym sprytnym

posunieciem. Przypomnijmy sobie, ze pole B nie okresla w sposob jednoznaczny potencjatu
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wektorowego A. Dowolnosé, ktora pozostaje, nazywana dowolnoscig cechowania sprowadza
sie do faktu, ze mozemy narzuci¢ dowolny warunek na dywergencje potencjatu wektoro-
wego. Aby uprosci¢ otrzymane wzory wybierzemy te dywergencje w bardzo szczegdlny

sposob. Przyjmiemy mianowicie warunek, zwany cechowaniem Lorentza:

1 0y

S TV A=0. (11.25)

Woéwezas oba rownania Maxwella uproszcza si¢ do:
1o
12 ), - ¢
c? Ot? €0

1 8 j
(?ﬁ‘ﬂ)“‘ = oy

Nasze przeksztatcenia powoli zaczynaja nabiera¢ sensu. Zauwazmy, ze operator réznicz-

(11.26)

kowy po lewej stronie rownan jest relatywistycznym niezmiennikiem, gdyz jest to kwadrat
czterogradientu. Prawe strony réownan odpowiadaja dwom sktadowym czteropradu, za-
tem azeby lewe strony rownan mialy te same whasnodci transformacyjne, wielkosci (£, A)
muszg by¢ takze sktadowymi czterowektora. Czterowektor ten oznaczymy A" i nazywaé
bedziemy czteropotencjatem. W tej sytuacji mozemy obydwa powyzsze réwnania zapisac

jednym, czterowektorowym:

DA = = (11.27)

. 2 . . . .
gdzie O = 1,5 VOVF = c%% — /. Wraz z warunkiem cechowania Lorentza i przepisem na
wyrazanie pol E oraz B poprzez sktadowe czterowektora A¥, mamy tu wszystkie rownania

Maxwella w jednym. Jak mito.

11.4 ENERGIA I PED POLA

Raczej nas nie dziwi, ze pole elektromagnetyczne niesie pewna energie. Powinnismy zatem

oczekiwaé, ze w zwigzku z tym pole to moze posiadac¢ takze pewien ped. W jaki sposob
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wyznaczy¢ energie i ped pola? Pomanipulujmy nieco réwnaniami Maxwella (11.1). Mnozac
skalarnie trzecie réwnanie przez B, a czwarte przez E, a nastepnie odejmujac stronami

otrzymujemy:

oE 0B
Lewa strona otrzymanego wyrazenia rowna sie po prostu —V - (E x B), zatem mozemy

przepisaé otrzymany wynik w nastepujacej formie:

E B
€0 (Eaa_t - CQBaa—t) +e0*’V-(Ex B)=—-E-j. (11.29)

Po prawej stronie znajduje sie wyrazenie —F - 3 — jest to wzieta z przeciwnym znakiem
praca sit pola, ktora zostata wykonana nad przewodnikiem, w ktérym plynie prad o gestosci
7. Innymi stowy jest to ubytek energii zawartej poczatkowo w polu elektromagnetycznym,
ktora mogta zostaé zuzyta na przyktad na rozgrzanie przewodnika. Ubytek ten réwna sie
lewej stronie réwnania, ktora opisuje zatem zmiane energii zawartej w polu elektromagne-
tycznym. W przypadku, gdy pole nie wykonuje zadnej pracy powyzszy wzror przechodzi
w réwnanie ciaglosci typu (11.21) wyrazajace lokalng zasade zachowania energii pola elek-

tromagnetycznego:

5QE

przy czym pojawiajace siec w nim wielkosci

op = Z—O(E-E+02B~B),

S = ¢ExB (11.31)

odpowiadaja lokalnej gestosci energii pola elektromagnetycznego oraz gestosci strumienia
energii (lub méwiac inaczej gestosci pedu pola) zwanej wektorem Poyntinga. Mogtoby sie
wydawaé, ze wielkosci (cog, S) tworza czterowektor gestosci energii-pedu pola, bo wow-

czas rownanie (11.30) bytoby spetnione w kazdym uktadzie i energia pola bytaby lokalnie
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zachowana we wszystkich uktadach inercjalnych. Tak jednak nie jest dlatego, ze rownanie
(11.30) wcale nie jest spelnione w kazdym uktadzie. Pamietajmy, ze sama energia pola
nie jest w ogdlnosci zachowana i moze by¢ zamieniona w inny rodzaj energii. Pokazuje to
réwnanie (11.29), ktére spetnione jest w ogdlnosci. Zatem nawet jesli dla pewnego obser-
watora znika gesto$¢ pradu 7, to inny obserwator moze twierdzi¢ co innego, gdyz j jest
sktadowa czterowektora. Jesli natomiast w pewnym obszarze przestrzeni zarowno gestosé
tadunku, jak i gestosé pradu znikaja, to w tym szczegdlnym przypadku wielkosci (cog, S)

transformujg sie jak czterowektor, cho¢ w ogdlnosci go nie tworza.

11.5 TRANSFORMACJE POL

Skoro A* jest czterowektorem, to wiemy jak transformuje si¢ potencjat skalarny i wekto-
rowy przy zmianie uktadu odniesienia. Szukane przeksztatcenia sa po prostu transforma-
cjami Lorentza. Znajac wtasnosci transformacyjne czteropotencjatu mozemy odpowiedzie¢
na kolejne pytanie: co dzieje si¢ z polem elektromagnetycznym przy zmianie uktadu odnie-
sienia?

W poprzednich rozdziatach otarliémy si¢ juz o ten problem. DoszliSmy woéwczas do
wniosku, ze w ruchomym uktadzie moga pojawi¢ si¢ pola, ktérych nie byto w uktadzie
spoczywajacym. W tym momencie mozemy juz zastanowi¢ sie¢ w jaki sposéb wyznaczy¢
te pola w sposob ogélny. Poniewaz A" jest czterowektorem, to przy przejsciu do uktadu

poruszajacego si¢ z predkoscia V' wzdtuz osi x, potencjaly zmieniaja si¢ zgodnie ze wzorami

Lorentza:
t) — VA*(r,t)
/ /7 t/ — (p(’r', 9
A t) 1-V2/c?
T _ 2
Ala}(,r,/’t/) — A (T,t) 90(7471’-)/6 .

N

Widzimy, ze poprawna transformacja wymaga przeksztatcenia nie tylko samych poten-
cjatow, ale takze wspotrzednych od ktorych te zaleza. OdpowiedZ na pytanie o postac
przetransformowanych pél wymaga juz tylko odpowiedniego zrozniczkowania potencjatow.

Pominiemy szczegély rachunkowe (zostawiamy je Czytelnikowi) i podamy od razu wynik:
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E/m — Em
oy _ B VB

J1-V?je
e BB

V1=V2/c?

(11.32)

B/m — B:B
By _ BAVEYS

Ny

. B* —VEY/c?

gdzie opusciliSmy w zapisie zalezno$é¢ po6l od odpowiednich wspoétrzednych (jest ona taka
sama jak we wzorach (11.32)). Powyzsze, dosé skomplikowane wzory transformacyjne mo-

zemy tez zapisa¢ w sposob bardziej zwarty i ogdlny:

E/II — EII
Lo (E+V x B)L
N
(11.33)
B/u — BH
Bl (B-V x E/c*)*

V1=V2/c?
Widzimy teraz, jak na dioni, ze sktadowe pol réwnolegte do kierunku predkosci nie zmie-
niajg sie, w przeciwienstwie do sktadowych poprzecznych. To spostrzezenie jest jednak nie

do konca stuszne. Pamietajmy bowiem, ze niezaleznie od transformacji pol, nalezy takze

przeksztalci¢ wspotrzedne od ktorych pola zalezg.
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Mozemy to przesledzi¢ na konkretnym przypadku. Rozwazmy pole elektryczne tadunku
punktowego poruszajacego sie ze stalg predkoscig v wzdtuz osi x. Pole to mozemy znalezé
transformujac pole tadunku spoczywajacego w uktadzie nieprimowanym o wspotrzednych
x,y, z,t do uktadu o wspdirzednych primowanych z’,y’, 2/, t" poruszajacego sie z predko-
scia —v (wyjatkowo w tym wyktadzie przyjeta zostala notacja odwrotna do dotychczas

stosowanej — uklad primowany porusza sie z predkoscia —wv, a nie v):

qr
E/:B / / /t/ —
(xayazv ) 47T€0<l’2+y2—|—22)3/2
BV o, 2 ) = 7y 11.34
(@' y ) Ameg(z? + y? + 22)3/2/1 — 02/ ( )
E/Z(l,/’y/’ Z,, t/) — qz

deg(a? 4 y? + 22)3/2/1 — 2/’

gdzie wspotrzedne nieprimowane nalezy traktowaé jako funkcje wspotrzednych primowa-

nych. Zwréémy uwage, ze:

E™" x ' — ot
m(:p’,y’,z',t') = ;\/1 —v2/c? = S (11.35)

czyli pole poruszajacego sie tadunku jest skierowane radialnie. Jednakze pole wzdtuz toru

ruchu jest stabsze niz pole w ptaszczyznie prostopadtej:

2
E’”““(:c’,0,0,0) — L(l_v_)

4dregx’? c2

(11.36)

1
EY(0,y,0,0) = 4ﬂ§)ya Vi
Jest jednak jeszcze ciekawiej. Pole elektryczne ruchomego tadunku jest doktadnie takie,
jak gdyby cata przestrzen razem z polem ulegta skroceniu Lorentza! — rysunek 11.2. Po-
wiedzieliSmy ,,jak gdyby”, bo nie mozemy wyobrazaé sobie, ze pole elektromagnetyczne
ruchomego tadunku po prostu sie ,S$ciska”. Pamietajmy, ze pojawia sie dodatkowe pole
magnetyczne, ktorego nie ma, gdy tadunek spoczywa. Pole to ,okraza” prosta, po ktorej

porusza si¢ tadunek, a na samej osi jest rowne zeru.
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\{
=

Rysunek 11.2: Linie pola elektrycznego tadunku poruszajacego sie ze stata predkoscia wzdtuz osi .

11.6 SitA LORENTZA I III PRAWO NEWTONA

Wiemy juz co nieco na temat pola elektromagnetycznego. Do petni szczeScia brakuje
nam juz tylko wiedzy na temat tego, w jaki sposéb pole to wptywa na dynamike tadunkdéw
elektrycznych. Nie bedzie chyba niespodzianka postaé I prawa Newtona (8.19) dla tadunku

q umieszczonego w polu E i B:

((ii_zt) =q(E+v x B), (11.37)
gdzie v jest predkoscig tadunku w rozwazanym uktadzie inercjalnym. Jest to po prostu sita
Lorentza, podobnie jak rownania Maxwella, od poczatku relatywistyczna.

Na koniec tego rozdziatu podamy interesujacy paradoks. Wyobrazmy sobie dwa tadunki
q poruszajace sie jednostajnie wzdtuz prostopadtych prostych — rysunek 11.3. W rozwazane;j
chwili tadunek poruszajacy sie pionowo akurat przecina tor tadunku poruszajacego sie
poziomo. Pytamy, ile wynosza sity dziatajace na oba tadunki. Udzielenie odpowiedzi nie jest
trudne, bo znamy wzor Lorentza oraz pole elektromagnetyczne poruszajacego sie tadunku.

Sita dziatajaca na tadunek poruszajacy sie w dot jest czysto elektryczna, bo pole ma-
gnetyczne na osi ruchu tadunku poruszajacego sie poziomo znika. Na rysunku 11.3 jest

to sita F,. Na drugi tadunek dziata analogiczna sita elektryczna Fi, ale jej wartos¢ musi
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F OV O F
lV

Rysunek 11.3: Czy Ill prawo Newtona jest tamane?

by¢ wieksza, gdyz pole elektryczne w ptaszczyznie prostopadtej do ruchu jest silniejsze niz
wzdluz toru — wzory (11.36). Pojawia sie jeszcze dodatkowa sita magnetyczna Fj dziala-
jaca na tadunek poruszajacy si¢ w prawo. Dziata ona prostopadle do obu pozostatych sit.
Czyzby wiec III prawo Newtona w teorii wzglednosci nie obowiazywalo? Przypomnijmy w
tym miejscu twierdzenie Noether: z symetrii przestrzeni wzgledem przesunie¢ musi wynikac
prawo zachowania pedu, z ktorego zas wynika III prawo Newtona. Rozwiazanie paradoksu

pozostawiamy Czytelnikowi na dlugie, zimowe wieczory...

11.7 ELEKTRODYNAMIKA VS ZASADA ROWNOWAZNOSCI*

Zdarza sie stysze¢ opinie, jakoby zasada rownowaznosci Einsteina ktocita si¢ z wnioskami
plynacymi z elektrodynamiki. Na poparcie tej tezy podawany jest czesto nastepujacy przy-
ktad. Wiadomo, ze tadunek poruszajacy sie z przyspieszeniem jest Zrodlem promieniowania.
Jednakze tadunek umieszczony nieruchomo w polu grawitacyjnym raczej nie promieniuje,
cho¢ wydawatoby sie, ze powinien, skoro umieszczenie go w polu grawitacyjnym ma by¢
rzekomo rownowazne umieszczeniu go nieruchomo wraz z obserwatorem w przyspieszajace;j
rakiecie.

Argument brzmi rozsadnie, wydaje sie, ze zasada réwnowaznosci otrzymatla celne tra-
fienie. Jakze by sie z tego wykaraska¢? Zbadajmy, jak zachowuje sie tadunek poruszajacy

sie ruchem jednostajnie przyspieszonym z punktu widzenia spoczywajacego, inercjalnego

*Omoéwione tu zagadnienie wcigz jest przedmiotem zywej dyskusji, w ktérej braly niegdys udziat
najznamienitsze postaci fizyki teoretycznej takie jak Pauli, Feynman, czy Peierls, niekoniecznie zgadzajac
sie ze soba. Problem jest bardzo subtelny, a rachunki nieco ztozone i wszystko to sprawia, ze jest to material

dla ambitnego Czytelnika.
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obserwatora. Nastepnie przeanalizujmy sytuacje w uktadzie nieinercjalnym, w ktérym tadu-
nek spoczywa. Jesli okaze sie, ze tadunek rzeczywiscie promieniuje, bedziemy w tarapatach.

Powinnismy rozpocza¢ od wyznaczenia potencjaléw Liénarda-Wiecherta (11.7) 1 (11.8)
dla naladowanej czastki o tadunku ¢, poruszajacej sie wzdtuz toru (9.12) z y = z = 0.

Ruch czastki wygodnie bedzie nam parametryzowaé jej czasem wlasnym 7y:

c? ary

(1) = ECOShT

v(t) = ¢ tgha—zo

;
N (11.38)
C C

Rozwazmy potencjal ¢ i potencjat wektorowy A w punkcie o wspétrzednych (ct, rg). Réw-

nanie wyznaczajace czas retardowany ma postac:

c2(t — tm)2 = (zg — az(tm))2 + yé + zé. (11.39)

Stosujac podstawienie ¢ = 4%t ¢t = psinh ¢ oraz xg = p cosh ¢ otrzymujemy:

2 2 2 2
(Q sinh ¢ —  sinh w) = (Q cosh ¢ —  cosh 1/1) +yg + 25 (11.40)
a a

Podnoszac nawiasy do kwadratu, porzadkujac wyrazy i korzystajac z tozsamosci cosh(z—y) =

cosh x cosh y — sinh x sinh y istotnie upraszczamy powyzsze wyrazenie:

_Ptyatat(c/a)
2pc?/a '

cosh(y) — @) (11.41)

Za$ z réwnan (11.38) i (11.39) otrzymujemy wzér na retardowany mianownik potencjatéw

Liénarda-Wiecherta:

(T_r.v) | Vret :psinh(gb—@/))’ (11.42)

= t_t t) T - ret
c el w) = (78 — 2 )c cosh 1
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gdzie w ostatniej réwnosci wstawilismy ct = psinh ¢, ct,., = % sinh ¢, g = pcosh ¢, x,.., =
% cosh ) 1 v,,, = ctgh oraz uzylidémy tozsamosci sinh(x —y) = sinh x cosh y —cosh x sinh y.

Wyprowadzony wzér pozwala podaé ostateczna postaé samych potencjatéow (11.7) 1 (11.8):

oo q cosh )
p(re,t) = " dreopsinh(v — )
B gcsinh 1) .
A(rg,t) = 4W€opsinh(w—¢)m’ o

gdzie x jest wersorem wzdluz kierunku przyspieszenia. Mozemy teraz przej$s¢ do kontr-
ataku. Rozwazmy pole elektromagnetyczne wytwarzane przez przyspieszany tadunek w

chwili ¢t = 0, czemu odpowiada ¢ = 0. Od razu wida¢, ze woéwczas potencjal wektorowy

jest odwrotnie proporcjonalny do wspétrzednej zg: A(rg,0) = 4ng§x3‘%’ a zatem zwigzane
z nim pole magnetyczne B = V x A = (. Znikanie pola magnetycznego oznacza, ze znika
strumien energii pola elektromagnetycznego S, ktéry jest proporcjonalny do iloczynu wek-
torowego E x B. Oznacza to, ze w uktadzie chwilowo wspotporuszajacym sie z tadunkiem
jednostajnie przyspieszanym wcale nie ma promieniowania. Uktad chwilowo wspétporusza-
jacy sie jest zas chwilowo tozsamy z uktadem nieinercjalnym, w ktorym czastka caty czas
spoczywa. Poniewaz w uktadzie przyspieszanym zadna chwila nie jest wyrdzniona, to w

uktadzie nieinercjalnym pole magnetyczne, a zatem i moc promieniowania przez caly czas

beda zerowe. Nie ma wiec réwniez sprzecznosci z zasada rownowaznosci.

O co wigc tyle krzyku? O to, ze mozna przedstawi¢ alternatywne rozumowanie prowa-
dzace do konkluzji, ze w uktadzie inercjalnym, w ktorym tadunek porusza sie z przyspiesze-
niem (a nie ,spoczywa z przyspieszeniem”, jak byto w ukladzie nieinercjalnym), pojawia

si¢ promieniowanie. Oto owo rozumowanie.

Wyprowadzmy najpierw wzor na pole elektryczne i magnetyczne wynikajace z poten-

cjatéw (11.43). Pole elektryczne dane jest wyrazeniem E = —Vp — %, ktore po kilku

przeksztatceniach prowadzi do nastepujacych wzoréow:
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I q 8_¢ _ qa 0 — % cosh(¢) — ¢)
dmegosinh® (v — ¢) Do 4mepc?0?  sinh® (Y — o)
o g cosh ¢ oY B qa yg cosh ¢
© dmegosinh® (1) — ¢) Oyg  4megc20? sinh® () — )
h h
e q ‘0052 ) o qa ‘ 283005 ¢ _ (11.44)
dmegosinh® (¢ — ¢) Ozg  4mepc?? sinh® (¢ — @)
Podobnie, sktadowe pola magnetycznego B = V x A wynosza:
B* =0
B — _ gsinh ¢ o qa clzg
4regcosinh® (¢ — @) Ozg 4megc® 03 sinh® (¢ — @)
B gsinh ¢ o qa ctys (11.45)

dregcosinh® (v — ¢) Oys _47T€00393 sinh®(¢) — ¢)

Gestosc energii pola elektromagnetycznego op = % (E - E + ¢’B - B) w dowolnym punkcie

czasoprzestrzeni wynosi:

a? 2 b 2 h ) 242 + oo (1146
= — —cos 25) | — + cos . .
or 3212y ctpt sinh® ¢ T Ve %8 02

Obliczmy gestos¢ energii pola wygenerowanego przez ruch tadunku pomiedzy retardowa-
nymi chwilami 0 i d¢, co odpowiada retardowanemu czasowi wtasnemu 7y = 0, czyli ¢ = 0.
Gestos¢ te wyznaczymy na powierzchni sfery o promieniu R = ctg, ktorej srodek lezy w
miejscu, gdzie tadunek znajdowat si¢ w chwili retardowanej ¢t = 0. Rozwazana sfera opisana
jest réwnaniem R? = (vg — <) +y2 + 8. Wynika stad, ze réwnanie (11.41) wyznaczajace
czas retardowany upraszcza sie do nastepujacego zwigzku: cosh ¢ = %. Po wstawieniu tego
do rownania na gestos¢ energii pola dostajemy po przeksztatceniach dwa cztony, z ktérych
pierwszy nie zalezy od przyspieszenia czastki, a drugi proporcjonalny jest do kwadratu

przyspieszenia:
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q2 q2CL2

T 32m250RY | 167220t RY

5 (vg +28) - (11.47)

Jak tatwo sprawdzi¢, pierwszy czton odpowiada po prostu energii pola elektrostatycznego
wytworzonego przez czastke spoczywajacg w srodku sfery o promieniu R. Drugi czton na-
tomiast, to, ni mnie ni wiecej, gestos¢ energii promieniowania tadunku poruszajacego sie
(cho¢ spoczywajacego) z przyspieszeniem a. Gestosé ta jest najwieksza w plaszczyznie pro-
stopadtej do kierunku przyspieszenia i zawierajacej potozenie retardowane tadunku. Czlon
promieniowania znika natomiast wzdtuz toru ruchu. Mowiac obrazowo — tadunek ,,promie-
niuje na boki”. Azeby wyznaczy¢ jaka jest catkowita energia dF,,, wypromieniowana przez
tadunek pomiedzy chwilami retardowanymi 0 i d¢ musimy wycatkowaé czton promieniowa-
nia po sferze o promieniu R i pomnozy¢ go przez grubosé sfery cdt, gdyz promieniowanie
to rozchodzi sie radialnie z predkoscia c¢. Caltka po sferze z wyrazenia yg + 23 réwna jest

po prostu %47TR4, zatem moc promieniowania tadunku wynosi:

dErad . q2a2
dt  6mepcd’

(11.48)

Wynik ten znany jest pod nazwa wzoru Larmora. Ziemia drzy, szyszki spadaja — dostaliémy
wynik méwigcy niezbicie, ze w spoczywajacym uktadzie inercjalnym przyspieszany tadunek
promieniuje energie. Jak by nie patrze¢ trudno nam to pogodzi¢ z poprzednim rezultatem,
zgodnie z ktérym tadunek obserwowany w uktadzie nieinercjalnym energii nie promieniuje.
[ znéw jest dobrze, ale nie beznadziejnie.

Nie ma najmniejszych watpliwosci, ze rozwigzanie tego paradoksu, ktore zaproponu-
jemy ponizej zadziwi niemal kazdego. Rozwazmy promieniowanie obserwowane w uktadzie
inercjalnym. 7 kazdego potozenia, w ktérym znajdowal sie tadunek propaguje sie zabu-
rzenie pola wzdhuz pewnego stozka czasoprzestrzennego, jak przedstawiono to na rysunku
11.4. W ktoéra stron¢ promieniowanie to jest emitowane? Przygotujmy sie na olénienie.
Unosi ono energie w kierunku horyzontu zdarzen obserwatora nieinercjalnego! Promienio-
wanie to w calosci trafia za horyzont. Oznacza to, ze wedlug obserwatora nieinercjalnego
energia promieniowania musi utknaé¢ tuz nad horyzontem. Poniewaz jednak nad horyzon-
tem zdarzen czas wspotrzednosciowy sie zatrzymuje, to czestos¢ promieniowania dazy tam
do zera, zatem i energia promieniowania musi znika¢. Doktadnie tak, jak przewidzial to

nasz rachunek od ktorego rozpoczeliSmy rozwazania. Niewiarygodne, prawda?
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Rysunek 11.4: Stozki promieniowania przyspieszanego tadunku obserwowanego w spoczywajacym ukfadzie

inercjalnym.

Pytania

Zadania

e W inercjalnym uktadzie odniesienia, w nieskonczenie dtugim, prostoliniowym i obo-
jetnym elektrycznie przewodniku o polu przekroju poprzecznego S plynie prad o
natezeniu /. Oblicz pole elektromagnetyczne wytworzone przez przewodnik, a nastep-
nie dokonaj transformacji tego pola do uktadu odniesienia poruszajacego sie wzdtuz
przewodnika z predkoscia V. Udowodnij, ze identyczny wynik mozna uzyskaé¢ trans-
formujac zrédta pél (gestosci tadunkéow oraz prady), a nastepnie obliczajac dla nich

pola w nowym uktadzie.

e W inercjalnym uktadzie odniesienia, w nieskonczenie dtugim, prostoliniowym i obo-
jetnym elektrycznie przewodniku o polu przekroju poprzecznego S ptynie prad o
natezeniu I. W pewnej odlegltosci d porusza sie z predkoscig V' prostopadta do kie-
runku przeptywu pradu tadunek ¢. Oblicz pole elektromagnetyczne wytwarzane przez
prad i site oddziatywania przewodnika na tadunek, a nastepnie podaj wynik w ukta-
dzie zwigzanym z tadunkiem. Czy bez wykonywania obliczen mozna powiedzie¢ skad

si¢ bierze sita w drugim uktadzie?

o W inercjalnym uktadzie odniesienia state pola E i B nie sg prostopadte. Czy istnieje

uktad odniesienia, w ktorym pola sg prostopadte? Jesli tak, wyznacz jego predkosc.
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e W inercjalnym uktadzie odniesienia state pola E i B nie sg prostopadte. Czy istnieje

uktad odniesienia, w ktérym pola sa réwnolegte? Jesli tak, wyznacz jego predkosé.
e Zbadaj wlasnosci transformacyjne iloczynu skalarnego E - B.

e Zbadaj wlasnosci transformacyjne kombinacji pél E - E — ¢?B - B.
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Rozdzial 12

DLACZEGO DIABEL GRA W KOSCI?

Bog nie gra w kosci. —Albert Einstein

Przestan wreszcie mowié Bogu, co ma robi¢. —Niels Bohr

Zakoflczyliémy poznawanie szczegoblnej teorii wzglednosci w jej doktrynalnym ujeciu. Jesli
wszystko poszto zgodnie z planem, powinna ona by¢ dla nas teorig prosta, intuicyjna, a
przede wszystkim szalenie interesujaca. Wypracowana ptaszczyzna porozumienia postuzy
nam teraz jako pole dalszej walki. To, co nastapi od tego momentu, stanowi¢ bedzie probe
wyjscia poza ortodoksyjny schemat i gruntownego przemyslenia go od samego poczatku.
Jest bowiem cos, by¢ moze mato istotnego, a by¢ moze szalenie waznego, na co nie zwroci-
lismy uwagi. Cos, co moze sprawié¢, ze nasze rozumienie teorii wzglednosci kompletnie sie
wywroci 1 zmusi do wykonania wielkiego wysitku, by zrozumie¢ ja na nowo. Czy rzeczywi-

Scie co$ moze nas jeszcze zaskoczy¢? Zapnijmy pasy, bedzie trzesto!

12.1 Co WSPOLNEGO MA PREDKOSC SWIATLA ZE SWIA-

TELEM?

Zapewne zdazyliSmy juz przyzwyczaic si¢ do mysli, ze teoria wzglednosci, ktéra poznawa-
liSmy przez caly ten wyktad ma swoje zrédto w fundamentalnym postulacie, ze swiatto w
prézni w kazdym uktadzie inercjalnym porusza sie ze statg predkoscig réwna c. Przed nami
kolejna niespodzianka. Ot6z tkwiliSmy w btedzie, bowiem teoria wzglednosci do swojego

istnienia wcale nie potrzebuje zalozenia statosci predkosci $wiatta. Przeciwnie, fakt ten jest

187
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konsekwencja bardziej intuicyjnej, a zarazem o wiele gtebszej wlasnosci czasoprzestrzeni.
Zasada, o ktérej bedzie tu mowa znana jest od 1910 roku, a my przedstawimy wersje
wyprowadzenia pochodzacego od Andrzeja Szymachy nieco dodatkowo zmodyfikowana.
Powr6émy zatem do samego poczatku i spojrzmy na rysunek 1.1 przedstawiajacy dwa
inercjalne uktady odniesienia we wzglednym ruchu z predkoscia V. Naszym celem bedzie
ponowne wyznaczenie znanej nam juz transformacji Lorentza pomiedzy wspolrzednymi
tych uktadéw, tym razem jednak nie bedziemy zaktadaé¢ niezmienniczosci predkosci swiatta.
W pierwszym rozdziale powiedzieliSmy, ze poszukiwana transformacja powinna by¢ liniowa.
W przeciwnym razie przesuniecie poczatku uktadu wspotrzednych lub przestawienie zegara
zmienitoby posta¢ transformacji, zatem czasoprzestrzen nie bytaby jednorodna. My zas
zadamy, by przesuniecie laboratorium o jeden metr lub opdZnienie eksperymentu, ktory jest
w nim wykonywany o jedna sekunde nie zmieniato praw fizyki panujacych w laboratorium,

co oznacza, ze poszukiwana transformacja wspotrzednych rzeczywiscie powinna by¢ liniowa:

¥ = AV)z+ B(V)t

r = A(=V)z'+ B(-V)t, (12.1)

gdzie A(V) i B(V) sa poszukiwanymi funkcjami predkosci wzglednej uktadéw. Postaé dru-
giego rownania wynika z przyjetej przez nas zasady, ze jesli ciato A porusza si¢ z predkoscig
V wzgledem ciata B, to ciato B musi poruszac sie z predkoscia —V wzgledem ciata A, o ile
oczywiscie odpowiednie osie obu uktadéw sa réwnolegte. Predkos¢ V' z definicji opisuje ruch
poczatku uktadu wspéirzednych primowanych 2 = 0 réwnaniem x = Vt. Wstawiajac ten
warunek do pierwszego z rownan (12.1) otrzymujemy zwiazek pomiedzy wspétezynnikami
transformac;ji: % = —V. Mozemy dzieki temu poby¢ sie z transformacji funkcji B(V)

otrzymujac po elementarnych przeksztatceniach:

= AV)(xz— Vi)

AWV)A(=V) - le) (12.2)

t = AWV)|t—
W) (- VAT
Rozwazmy teraz trzy uktady wspotrzednych poruszajace si¢ wzgledem siebie wzdtuz wspol-

nejosi z || ' || #”. Niech primowany uktad odniesienia porusza sie z predkoscia V; wzgledem
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uktadu nieprimowanego, a bisowany porusza si¢ z predkoscia V5 wzgledem primowanego.
Transformacje pomiedzy wspotrzednymi uktadu nieprimowanego i bisowanego otrzymu-

jemy iterujac wzory transformacyjne (12.2):

AWV)A(=V) — 1
VEA(V)A(=W)

o = AV A(Va)a (1 WY ) CAV)AV) (Vi + Vo)t (123)

Transformacje odwrotng mozna otrzymac¢ na dwa sposoby. Pierwszy polega na zamianie
Vi — —V; oraz V5 — —V), natomiast drugi na odbiciu czasu, czyli zamianie znakow wszyst-
kich predkosci. Ztozenie obydwu transformacji musi by¢ identycznoscig, to zas oznacza, ze
wzér (12.3) powinien byé¢ symetryczny ze wzgledu na zamiane V; i Vo, Wszystkie wyrazy
z wyjatkiem utamka w nawiasie sa w tym wzorze symetryczne. Wymog symetrii prowadzi

zatem do nastepujacego warunku:

AVA(=V) =1  A(V)A(=V;) — 1
VEAW)A(=VI)  VEA(VR)A(=Va)

(12.4)

Réwnosé funkeji w dwdch dowolnych argumentach Vi i V, oznacza, ze funkcja ta musi by¢

rowna pewnej statej K:

AVYA(=V) =1
VRAVIAT) =K. (12.5)

Nieznana stata K ma wymiar odwrotnosci kwadratu predkosci. Powr6¢émy teraz do rownan
(12.2) i rozwazmy ponownie zamiane uplywu czasu na przeciwna ¢t — —t w uktadzie
nieprimowanym. Jesli chcemy, by operacja ta nie zmieniata wspotrzednej przestrzennej
x', a jedynie t' — —t’ w ukladzie primowanym, to poszukiwana funkcja A(V') powinna
by¢ parzysta: A(—V) = A(V). Wynik ten pozwala wyznaczy¢ z warunku (12.5) A(V) =

4t
\1-V2/c2’

A(0) = 1 wymaga wybrania rozwiazania z dodatnim znakiem. Po wstawieniu do wzoréw

przy czym ciaglo$¢ przy przejsciu granicznym V — 0, dla ktorego rzadamy

(12.2) otrzymujemy ostatecznie:

S x—=Vi
 VI-—KV?
K
poo tZARVe (12.6)

V1—KV?
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Nieznana stala K ma oczywiscie fundamentalne znaczenie, gdyz parametryzuje transfor-
macje pomiedzy dowolnymi uktadami inercjalnymi i mozna powiedzie¢, ze okresla ona wta-
snosci czasoprzestrzeni. Jej wartos$¢ jest a priori nieznana, K moze znika¢, by¢ dodatnia lub
ujemna. Pierwsze dwie mozliwosci odpowiadajg transformacji Galileusza i Lorentza. Nato-
miast scenariusz, w ktorym K < 0, opisuje czterowymiarowa, euklidesows czasoprzestrzen
7z czwartym wymiarem ¢ rozciagnietym o czynnik v/—K, a wyprowadzona transformacja
(12.7) jest zwyktym obrotem w ptaszczyznie ot o kat tga = /—KV. Mozna by wrecz
powiedzie¢, ze dla dowolnej pary wymiaréw przestrzennych K = —1 i tylko jeden wymiar
czasoprzestrzeni wyrézniony jest dodatnioscig charakteryzujacej go statej K = c% Dlaczego

tak wtasnie jest? Tego nikt nie wie.

12.2 BEZPRZYCZYNOWOSC

Jegli chodzi o niemoznoéé poruszania si¢ z predkosciami nad$wietlnymi, dawno temu posta-
wilismy kropke nad i. Teraz bedziemy ja wywabia¢. W rozdziale 1.5 pokazalismy, ze istnienie
czastek poruszajacych si¢ z predkosciami nad$wietlnymi prowadzitoby do zachwiania zwiaz-
kow przyczynowo-skutkowych i na tej podstawie odrzuciliémy taka ewentualnosé. Jednak
wkrotce potem caty rozdzial 5 poswiecilismy na pokazanie, ze tak sie podejrzanie sktada,
iz rzeczywisto$¢ na fundamentalnym poziomie posiada zachwiang przyczynowosé. Czy to
tylko zbieg okolicznosci? A moze warto pogtebi¢ nasze przemyslenia na temat obiektow
nadswietlnych?

Powr6¢émy do argumentacji uzytej przez nas do odrzucenia hipotezy nad$wietlnych
czastek. Rozwazmy sygnal wystany z predkoscia w > ¢* z punktu A do odlegltego od-
biorcy, ktory rejestruje sygnal w B — rysunek 12.1a). Przypusémy, ze sygnal ten informuje
odleglego jegomoscia, jakie liczby padtly przed momentem w losowaniu totolotka. Nasza
encyklopedyczna wiedza nie pozwala nam nie zauwazy¢, ze istnieje inny uktad inercjalny,
poruszajacy sie z predkoécia V' > ¢?/w, w ktérym przebieg zdarzeri jest zgota inny — ry-
sunek 12.1b). W drugim uktadzie kolejno$¢ zdarzen ulega odwrdceniu i to odbiorca staje
sie jakby nadawca, a nadawca wrecz przeciwnie. I abstrahujac od tego, jak dziwna bytaby
to sytuacja widzimy, ze w tym ukladzie B zna wyniki losowania jeszcze zanim zostanie o
nich poinformowany. Lub wrecz zanim w ogdle zostana ogtoszone. Zatem mogtby on poten-

cjalnie uzy¢ drugiego sygnatu, by poinformowa¢ A o wynikach zblizajacego sie losowania.

*predkosci nad$wietlne oznaczaé¢ bedziemy dla odréznienia literg w.
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a) b)

Rysunek 12.1: Diagramy czasoprzestrzenne ilustrujace proces przestania nadéwietlnej czastki z punktu widze-
nia dwéch obserwatoréw inercjalnych: a) czastka wyemitowana w A i zaabsorbowana w B, b) Proces odwrotny.
Na obydwu diagramach, podobnie jak i wszystkich innych w tym rozdziale, czas ptynie wzdtuz kierunku piono-

wego, a przestrzen zmienia sie wzdtuz poziomego.

Tego typu mozliwos¢ wysylania informacji wstecz w czasie byta dla nas wystarczajacym
powodem (o paradoksalnej zamianie emisji w absorpcje nie wspominajac), by odrzucié
nadswietlne czastki sprzed naszego zatroskanego oblicza.

A jednak cos istotnego przeoczyliSmy. Zacznijmy rozumowanie od poczatku. Piszac o
wysytanym sygnale zaktadamy dwie rzeczy: istnienie nad$swietlnych obiektow, ktoére moga
by¢ emitowane i pochtaniane oraz to, ze mozemy ich emisje kontrolowaé. Nie da sie przeciez
tworzy¢ sygnaléw niosacych redagowana przez nas tresé¢ bez posiadania nad nimi kontroli.
Zaltozenie, ze emisje nad$wietlnych czastek w petni kontrolujemy jest szczegélnie interesu-
jace. W jezyku, ktorego uzywaliSmy w rozdziale 5, oznacza ono, ze w linii $wiata nadawcy
A przebiega jakis lokalny i kontrolowalny, a zatem deterministyczny proces, ktory okresla
chwile emisji nadswietlnej czastki. Istnieje zatem pewien parametr ukryty (badz jawny) A,
ktérym mozemy sterowaé i ktérego wartosé stanowi przyczyne emisji tachionu (jak nazywa
sie hipotetyczna czastke nad$wietlng) w danej chwili. Mozemy na przyktad wyobrazié¢ so-
bie, ze A posiada pistolet strzelajacy tachionami. Odwrotny ciag przyczynowo-skutkowy
bytby wiec nastepujacy: tachion opuscit A, bo wystrzelita sptonka naboju, bo nadawca
nacisnat spust pistoletu. W tym przypadku parametr A moze odnosi¢ si¢ na przyktad do
reakcji chemicznej zachodzacej w wybuchajacej sptonce, ktora kontroluje nadawca trzyma-
jacy pistolet. Zaktadamy ponadto, ze odlegty odbiorca B nic nie wie o parametrze X i az

do momentu zarejestrowania tachionu nie ma z nim absolutnie nic wspélnego.

Przesledzmy teraz powyzszy scenariusz okiem innego obserwatora inercjalnego, ktérego
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wersja wydarzen znajduje sie na rysunku 12.1b). Jak zauwazyliSmy, w tym uktadzie emisja
ma miejsce w zdarzeniu B, za$ A staje sie absorpcja. Zastanéwmy sie teraz nad nastepu-
jacym pytaniem: co emisje B spowodowato? Spora przerwa na zastanowienie. Pow6d taki
nie moze by¢ ,zlokalizowany” w linii Swiata poprzedzajacej zdarzenie B, bo zatozylismy, ze
odbiorca B nie wie nic o tym, ze ma za moment zosta¢ potraktowany tachionem wystrze-
lonym przez nadawce A. Mowigc wprost: B nie kontroluje zadnego pistoletu. Przychodza
do gltowy same dziwne rzeczy. Na przyktad taka, ze powdd emisji tachionu w zdarzeniu
B znajduje sie¢ w odleglym zdarzeniu A, w przysztosci. Bo tam wtasnie zostal nacidniety
spust. Jesli jednak chcemy opisaé¢ zdarzenie B wytacznie teorig lokalng i deterministyczna,
czyli opisujaca zdarzenia jako konsekwencje przesztosci w bezposrednim otoczeniu, to, jak
wida¢, opis taki wydaje sie niemozliwy. Praktycznie oznacza to, ze jesli w poblizu zdarzenia
B znajduje sie poruszajacy sie obserwator, krotkowidz, ktéry widzi jedynie rzeczywistos¢ w
otoczeniu zdarzenia B z rysunku 12.1b), to jego zdaniem emisja, ktora tam nastapi bedzie
zupetnie spontaniczna, czyli pozbawiona jakiejkolwiek przyczyny.

Jesli chcemy utrzymaé zasade wzglednosci nie wyrézniajac zadnego uktadu inercjal-
nego, to jesli emisja tachionu widziana przez obserwatora z rysunku 12.1b) w zdarzeniu B
byla czysto spontaniczna, czyli bez deterministycznego i lokalnego parametru A, to mu-
simy przyjaé, ze emisja tachionu widziana przez obserwatora z rysunku 12.1a) w zdarzeniu
A musi réwniez by¢ czysto spontaniczna. Mozemy sobie na przykitad wyobrazié¢, ze dwie
linie swiata zawierajace zdarzenia A i B opisujg trajektorie dwoch identycznych obiektéw.
Gdyby jeden z nich mégt emitowaé tachion deterministycznie, a drugi nie, wprowadzatoby
to rozroznienie pomiedzy rozwazanymi uktadami inercjalnymi. Zatem zgodnie z zasada
wzglednosci, w uktadzie odniesienia 12.1a) réwniez nie mogto by¢ zadnego lokalnego para-
metru A\. Widzimy, do jak dziwnych wnioskéw dochodzi sie, gdy probuje sie wprowadzac
do teorii wzglednosci realne obiekty nadswietlne. Pytanie, czy taka rzeczywisto$¢ jest z
jakiego$ powodu nieakceptowalna? Przeciez, o ile nam wiadomo, mechanika kwantowa od
zawsze twierdzita (prowokujac do wierzgania wielu stynnych fizykéw, w tym Einsteina), ze
emisja fotonu przez atom, czy rozpad czastki elementarnej nie sg aktami deterministycz-
nymi. W czym wigc problem?

Musimy zastanowi¢ sie, czy posiadanie zrodta tachionéw, ktore emituje je spontanicz-
nie, w losowych chwilach, nie prowadzi do mozliwosci nadswietlnego przesytania informac;ji.
Wtedy bowiem bylibyémy w tarapatach. No ¢z, zeby przestaé¢ informacje, trzeba by jakos

takie zrodto kontrolowac, czyli méwiac Scisle, mie¢ pod kontrola jakis parametr A\, ktory
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jednak w ogole nie moze istnie¢, co przed chwilg pokazalismyf. Jak wiec uzy¢ zrodia ta-
chionow do komunikacji na odlegtos¢? Mogliby$smy takie zrodto przykrywaé i odkrywac
modulujgc wysytany sygnal. Ale i taki podstep sie nie powiedzie. Dlaczego? Zauwazmy, ze
z rysunku 12.1 wynika, ze jesli co$ (w pewnym uktadzie odniesienia) pochtania tachiony,
to (w innym uktadzie odniesienia) musi je réwniez emitowaé. Jesli nie chcemy wyrézniaé
uktadu odniesienia, musi oznaczac¢ to, ze kazdy detektor tachionow musi je emitowaé. To
za$ oznacza, ostona, ktorej chcieliSmy uzyé¢ do przykrycia zrodta, sama stanie sie zrodtem
nowych tachionéw. Z punktu widzenia odlegltego odbiorcy nie bedzie wiec zadnej modulacji
otrzymywanego sygnatu. Jak by nie byto, uzywanie tego typu przykrywki mozliwe jest w
przypadku, gdy przestrzen jest co najmniej dwuwymiarowa. Na razie jednak ograniczmy
sie do analizy czasoprzestrzeni 1 + 1 wymiarowej, w ktorej zagadnienie ostony i tak sie
nie pojawia. Gdy skonczymy, przejdziemy do uogélnienia na bardziej realny, ale réwniez
koncepcyjnie bardziej ztozony przypadek czasoprzestrzeni o wymiarze 1 + 3.

Czy mozliwe sg inne proby komunikacji na odlegtos¢ przy uzyciu zrodta tachionow?
No ¢6z, moglibysmy modulowa¢ sygnat tachionowy niszczac posiadane zrodto lub budujac
je od nowa. Wowcezas komunikacja nad$wietlna bytaby rzeczywiscie mozliwa. Oznacza to,
ze aby rozszerzenie teorii wzglednosci byto wewnetrznie niesprzeczne, hipotetyczne Zré-
dta tachionéw musiatyby by¢ fundamentalnie niezniszczalne. Tak, jak niezniszczalna jest
na przyktad préznia, ktéra zgodnie z kwantowa teorig pola nieustannie kreuje i niszczy

ywirtualne” czastki réznych rodzajow.

12.3 DRUGA TRANSFORMACJA LORENTZA

Metoda, ktorej uzylismy do wyprowadzenia transformacji Lorentza w rozdziale 12.1 bazuje
na zasadzie wzglednosci dopuszczajacej do rozwazan ukltady inercjalne poruszajace sie z
dowolnymi predkosciami. Okazuje sie jednak, ze w wyniku przeprowadzonego rozumowania
otrzymalismy wyrazenia okreslone tylko dla predkosci mniejszych niz ¢, co w zasadzie stoi
w sprzecznosci z przyjetym zaltozeniem. Argumentacja podana w rozdziale 12.2 pokazuje
za$, ze absurdalnos¢ nadswietlnych obiektéw w teorii wzglednosci weale nie jest ewidentna.
Przeciwnie, juz na pierwszy rzut oka pokazujg one cos ciekawego: prawdziwy indetermi-
nizm tkwiacy w szczegdlnej teorii wzglednosci. Moze zatem co§ w naszym wyprowadzeniu
przeoczylismy i z nadswietlnymi obiektami réwniez mozna zwigzaé uktady inercjalne?

Okazuje sig, ze przeanalizowali$my tylko jedna gataZz rozwiazan réwnania (12.5), pod-



194 ROZDZIAL 12. DLACZECGO DIABEL GRA W KOSCI?

czas gdy istnieje jeszcze jedna. Rozwazmy bowiem nieparzysta funkcje A(=V) = —A(V).
Warunek nieparzystosci prowadzi do dziwacznych, na pierwszy rzut oka, konsekwencji w
réwnaniach (12.2): przy zamianie czasu t — —t w ukladzie spoczywajacym, czas t' w
uktadzie poruszajacym sie nie zmienia znaku, a odwraca sie wspolrzedna przestrzenna
x' +— —1z’. P6ki co, brzmi to niedorzecznie, ale zaci$nijmy zeby i sprawdzmy mimo wszystko,
do czego prowadzi. Po wstawieniu nieparzystej funkcji A(V) do réwnania (12.5) ze stala
W/|W|

NCoEE ktore jest okreslone tylko dla pred-

kosci W > ¢. Dodatkowy czynnik +W/|W| jest jedyna antysymetryczna funkcja unimo-

K = c% otrzymujemy rozwiazanie A(W) = +

dularna (o module réwnym jeden), natomiast znak A(W') nie jest mozliwy do dookreslenia
jak poprzednio, gdyz nie istnieje przejscie graniczne W — 0. Ostatecznie dostajemy zatem

z réwnan (12.2):

f_ 4 W x—-Wt
X W] /W2je -1
, W t—Wgz/c?

+ i \/m, (12.7)
gdzie greckimi literami oznaczamy wspotrzedne w nadswietlnym uktadzie odniesienia, po-
ruszajacym sie z predkoscig W: x’ jest wspotrzedna przestrzenng, a 7' czasows. Okreslenie,
ktora wspotrzedna jest czasowa, a ktoéra przestrzenna moze byé¢ dokonane na podstawie
zasady, ze linia Swiata obserwatora powinna pokrywac si¢ z osig czasu uktadu wspoétporu-
szajacego sie z nim. Graficzna interpretacja transformacji (12.7) jest zreszta bardzo czy-
telna. Dla pods$wietlnej transformacji Lorentza osie uktadu poruszajacego byty nachylone
do osi uktadu spoczywajacego pod katem nieprzekraczajacym 7, jak pokazalismy to na
rysunku 1.3, podczas gdy dla transformacji nads$wietlnej (12.7) kat ten przekracza 7T, jak
na rysunku 12.2.

Jako przyktad rozwazmy uktad inercjalny obserwatora poruszajacego si¢ z nieskonczona

predkoscia. Wybierajac dodatni znak w réwnaniach (12.7) dostajemy wowczas:

T = . (12.8)
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ct’

» X

Rysunek 12.2: Osie czasoprzestrzenne dwéch uktadéw inercjalnych poruszajacych sie wzgledem siebie z

nadswietlng predkoscia.

Zatem obserwator ten doswiadcza ,naszego” wymiaru czasowego jako jego przestrzennego
i vice versa. Rezultat ten uzasadnia nareszcie dziwaczny warunek nieparzystosci wspot-
czynnika A(W), ktéry rozwazyliémy. Nie powinno nas juz dziwi¢, ze operacja odwrdcenia
uptywu czasu t — —t w uktadzie podswietlnym odpowiada odbiciu przestrzeni y — —x;,
a nie czasu 7 — —7 (jak byloby dla ruchéw podswietlnych) w uktadzie poruszajacym sie

z nad$wietlng predkoscia.

12.4 W PROCH SIE SPONTANICZNIE OBROCISZ

W czasoprzestrzeni o wymiarze 1 + 1 rzeczywisto$¢ obserwatoréw pods$wietlnych nie wy-
daje si¢ specjalnie r6zni¢ od rzeczywistosci obserwatoréw nadswietlnych. Réznica pomiedzy
nimi sprowadza sie¢ do zamiany rolami czasu i przestrzeni. Mowiac skrotowo, w takim sce-
nariuszu nawet gdybysmy byli tachionami, prawdopodobnie nic bySmy o tym nie wiedzieli.
Przyjmiemy wiec konsekwentnie, ze zasada wzglednos$ci obowigzuje wszystkich, réwniez
nadswietlnych, obserwatoréw zyjacych w czasoprzestrzeni o wymiarze 1+ 1.

Odkrylismy tez, ze gdyby tachiony byty taskawe istnie¢, to rozpady zwyktych czastek
z ich udzialem, musiatyby mieé¢ charakter spontaniczny. Czy zatem nie wydaje sie dziwne,
ze rozpady zwyktych, podswietlnych czastek moga by¢ w takiej teorii w pelni determi-
nistyczne? A moze wcale nie moga? Nie ulega watpliwosci, ze warto sie przekonaé. W
rozdziale 12.2 pokazaliSmy, ze proces emisji tachionu przez czgstke masywna, pokazany na
rysunku 12.3a), nie moze by¢ opisany przy pomocy lokalnej i deterministycznej teorii. Po-

dobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla procesu przedstawionego na rysunku 12.3b).
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a) b) 9] d)

—————- ——m -] -

Rysunek 12.3: Emisja tachionu przez: a) czastke masywna, b) inny tachion, c) proces b) widziany przez

innego obserwatora; d) rozpad czastki masywnej na pare czastek masywnych.

W tym celu najlepiej przeanalizowa¢ 6w proces z punktu widzenia alternatywnego, pod-
Swietlnego obserwatora inercjalnego, ktérego punkt widzenia przedstawia rysunek 12.3c).
Mozemy sobie na przyktad wyobrazi¢, ze dwie dolne tachionowe linie $wiata tacza sie z
liniami swiata dwoch masywnych czastek, ktore pierwotnie nic o sobie nawzajem nie wie-
dziaty. Powtarzajac nastepnie rozumowanie z rozdziatu 12.2 dostaniemy znéw wniosek, ze
nic nie okresla chwili oddzielenia si¢ linii swiata tachionu od linii $wiata masywnej czastki.
Jesli ponadto przyjmiemy, ze parametr okreslajacy chwile rozpadu tachionu na dwa inne
tachiony nie moze ,braé sie znikad”, to dojdziemy do wniosku, ze parametr ten réwniez
nie moze istnie¢ (bo nie mégt mie¢ swojego zrodta w procesach zachodzacych w masywnej

czastee, od ktérej pochodzi).

Zatem takze w przypadku rozpadu tachionu na pare innych tachionéw, nie jest moz-
liwe zwigzanie z ktorgkolwiek linig Swiata jakiegokolwiek lokalnego parametru ukrytego
determinujacego chwile rozpadu. Jednakze wzory transformacyjne (12.8) dowodza, ze dia-
gram 12.3b) pokazuje, w jaki sposob proces rozpadu spoczywajacej, masywnej czastki na
dwie inne 12.3d), wyglada z perspektywy obserwatora poruszajacego sie z nieskonczona
predkoscia. Z zasady wzgledno$ci wnioskujemy wiec, ze skoro wedtug nad$wietlnego ob-
serwatora proces rozpadu 12.3b) nie jest rzadzony zadnym lokalnym i deterministycznym
procesem, to réwniez w uktadzie pod$wietlnym ten sam proces widziany jako 12.3d) musi

by¢ spontaniczny. A zatem wszystkie procesy rozpadu musza by¢ spontaniczne.

Whioski z powyzszego rozumowania zgadzaja si¢ co prawda z nasza wiedza na temat
rozpadéw czastek elementarnych, ale wydaja sie przeczy¢ codziennemu doswiadczeniu ze
swiata makroskopowego. Rozwazmy na przyktad bombe, ktéra wybucha rozpadajac si¢ na

kilka kawatkow w dobrze okreslonej, mozliwej do kontrolowania, a zatem i przewidzenia
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chwili. Czy istnienie granatow z zawleczka nie przeczy wnioskom, ktére wtasnie wyciggneli-
smy? Zgodnie z nimi, akt rozpadu jest zdarzeniem bezprzyczynowym, zatem rozne czastki
beda w ogdlnosci rozpadaé sie w réznych chwilach czasu, a statystyka chwil rozpadu moze
by¢ ujeta pewna gestoscia prawdopodobienstwa o rozpadu na jednostke czasu wtasnego.
Jesli gestosé p jest zawsze dodatnia, prawdopodobienstwo rozpadu bedzie stale wzrastato.
Na przyktad dla gestosci ¢ niezmiennej w czasie, prawdopodobienstwo rozpadu bedzie wy-
ktadniczo dazy¢ do jednosci z pewnym czasem charakterystycznym, ktérego wartosé zalezy
w ogo6lnosci od rodzaju rozpadu. Czas ten (réwny o~ !) nie moze by¢ wyrazony jakakolwiek
kombinacja dostepnych statych, takich jak masa czastki m, czy predkos¢ c. Nie pozwala
na to ich wymiar. Zatem sam fakt istnienia rozpadow implikuje koniecznos¢ wyrdznienia
pewnej nowej, fundamentalnej statej charakteryzujacej czas lub przestrzen. Stata ta moze
mie¢ tez dowolny inny wymiar, byle tylko przy uzyciu dostepnych wielkosci (masy i pred-
kosci $wiatta) mozna ja byto przeksztatci¢ w wielkosé o wymiarze sekundy. Z przyczyn,
nazwijmy to, historycznych przyjmiemy, ze stala ta ma ma wymiar jednostek momentu

pedu i oznaczmy ja symbolem h:

o] = {%ﬂ : (12.9)

Istnieje juz, co prawda, jedna znana nam stala fizyczna, ktorej wymiar pozwala odcedzié¢
wymiar czasu — stata grawitacji Newtona G, jednak w plaskiej czasoprzestrzeni nie odgrywa
ona raczej zadnej istotnej roli.

Zatem spontaniczne procesy rozpadu zachodzg w pewnych wyréznionych skalach czaso-
wych, typowych dla danego procesu. Okazuje sie, ze skale te sa, w wickszosci przypadkéw,
o wiele krétsze od czaséow charakterystycznych dla naszego makroskopowego $wiata. Jesli
wiec rozwazana przez nas bomba wybucha na skutek wymieszania ze soba dwoch sub-
stancji chemicznych, to mozemy sobie wyobrazi¢, ze reakcja chemiczna bedgca zrodiem
energii wybuchu zachodzi, na odpowiednio kréotkiej skali pomiedzy pojedynczymi czastecz-
kami mieszanych substancji jedynie z pewnym prawdopodobienstwem i spontanicznie. Jesli
jednak odczekamy odpowiednio dtugo, przechodzac do makroskopowej skali czasowej, to
prawdopodobienstwo zajscia reakcji pomiedzy dowolnymi dwoma czasteczkami tych sub-
stancji wynosi prawie jeden. Zatem chwila wybuchu jest w naszej skali dobrze okreslona i
mozliwa do przewidzenia, cho¢ wiemy, ze jest to jedynie przyblizenie, bo na odpowiednio

krotkich skalach czasu reakcja chemiczna zachodzi spontanicznie.
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Gdybysmy jednak w konstrukeji zapalnika bomby postuzyli sie procesem, ktérego skala
czasowa nie jest o wiele krotsza od dostepnej nam skali makroskopowej, to bomba mogtaby
rzeczywiscie wybuchnaé¢ w sposéb spontaniczny i nie dajacy sie kontrolowaé¢. Bombe taka
mozna zbudowaé, wystarczy w tym celu jako zapalnika uzy¢ rozpadajacego sie neutronu,
ktorego sredni czas zycia wynosi okoto 12 minut. Tak skonstruowana bomba, zgodnie z
doktryna mechaniki kwantowej (a takze rozszerzong zasada wzglednosci), wybuchnie w

chwili fundamentalnie nieprzewidywalne;j.

12.5 SUPERPOZYCJA LINII SWIATA

Wszystkie nieomal prawa fizyki klasycznej opieraja sie na jednym podstawowym prawie:
rzeczywistos¢ rzadzi sie pewnymi prawami, jest w pelni deterministyczna. Dopiero me-
chanika kwantowa wprowadza rozgardiasz w tym idyllicznym obrazie $wiata. Jednym z jej
podstawowych postulatéw jest fundamentalna nieokreslono$é¢ wynikéw pomiarow. W naszej
analizie odkrylismy wtasnie cos zaskakujacego — szczegolna teoria wzglednosci obejmujaca
wszystkich, rowniez nadswietlnych obserwatoréw, tez posiada mechanizm fundamentalne;
nieokreslonosci pewnych zjawisk — nie trzeba go nawet postulowaé¢, mozna go elementarnie
wydedukowac¢. Rozszerzonej teorii wzglednosci po prostu nie da sie stworzy¢ w wariancie
deterministycznym w sposoéb niesprzeczny. Czy to nie dziwne, ze teoria wzglednosci, jak i
mechanika kwantowa, ktore pozornie nie maja ze soba nic wspoélnego, posiadaja w swym
opisie ten sam intrygujacy efekt? Przypomnijmy, ze w rozdziale 5 zauwazyliSmy juz, jak
zadziwiajaco sprytnie kwantowe zjawisko EPR unika konfliktu ze szczego6lna teoria wzgled-
nosci. Podobnych ,zbiegdéw okolicznosci” jest zreszta duzo wiecej. Czy to nie podejrzane?
A moze rozszerzona teoria wzglednosci posiada tez inne wtasnosci, ktore postulowane sg w
teorii kwantowej?

Rozwazmy uktad odniesienia (ct, z), w ktorym czastka rozpoczyna swéj bieg w zdarze-
niu A poruszajac sie do zdarzenia a, w ktérym zmienia swoja predko$c¢ i ostatecznie dociera
do B — rysunek 12.4a). Rozwazana czastka przebywa najpierw trajektorie Aa, a nastepnie
trajektorie aB. Jesli zatem na obu tych odcinkach linii Swiata umieszczone zostang dwa de-
tektory, ktore pochtaniaja czastke badajac jej potozenie, to jesli czastka zostanie wykryta
w pierwszym detektorze na odcinku Aca, wowczas drugi detektor znajdujacy sie gdzies na
trajektorii aB na pewno jej nie wykryje. Podobnie, gdyby okazalo si¢, ze drugi detek-

tor zarejestrowat czastke, to z cala pewnoscia nie mogta ona by¢ wykryta w pierwszym
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Rysunek 12.4: Diagramy czasoprzestrzenne przedstawiajace: a) ruch czastki obserwowany z dwéch inercjal-
nych uktadéw odniesienia: spoczywajacego (ct,z) i poruszajacego sie nieskonczenie szybko (c7,x), w ktérym
ruch interpretowany jest jako superpozycja dwéch linii $wiata; b) czastka wyemitowana w A, w punkcie «
przeksztatca sie w superpozycje, co w uktadzie poruszajacym sie nieskonczenie szybko interpretowane jest jako
superpozycja trzech linii $wiata; c) wiele nieprzecinajacych sie linii $wiata opisujacych ruch czastki pomiedzy

zdarzeniami A i B; d) superpozycja trajektorii taczacych A z B i przecinajacych sie w pojedynczym zdarzeniu a.

detektorze.

Rozwazmy teraz ten sam scenariusz z punktu widzenia obserwatora (cr,x), ktéry po-
rusza si¢ nieskonczenie szybko. Jego interpretacja bedzie zgota odmienna, bowiem w tym
uktadzie w punkcie a znajduje sie zrodto, z ktorego wyruszaja dwie czastki: jedna w kie-
runku A, druga w kierunku B. Jesli jednak na obydwu odcinkach znajduja sie detektory
pochlaniajaca czastke, wowczas rejestrowac ja bedzie najwyzej jeden z nich, nigdy dwa.
Jest to oczywiscie konsekwencja przyjetej przez nas zasady wzglednosci. Jednakze nie jest
to sytuacja typowa dla dwoch czastek, prawda? Wyglada to raczej tak, jakby w tym ukta-
dzie pojedyncza czastka poruszata sie wzdtuz dwoch alternatywnych toréw jednoczesnie,
ale pomiar zmuszal ja do ,zdecydowania sie”, gdzie ma zosta¢ wykryta. Sytuacje, gdy
pojedynczej czastce musimy przypisaé¢ dwie linie Swiata nazywamy superpozycjq — z po-
jeciem tym zetkneliSmy sie juz w rozdziale 5 badajac zachowanie pojedynczego fotonu w

interferometrze Macha-Zehndera.

Rozumowanie, ktére przedstawiliSmy powyzej odnosi si¢ do ruchu jednej i tej samej
czastki wzdtuz toru Aa oraz aB. Zamiast tego moglibySmy rozwazaé sytuacje, w ktorej
pewna czastka porusza sie z A do «a, gdzie zostaje pochlonieta, a w jej miejsce wyemitowana
jest druga czastka w kierunku B. Byltby to catkiem inny scenariusz, w ktérym nic nie statoby
na przeszkodzie, zeby klikaly obydwa detektory. Wéwcezas w ukladzie nad$wietlnym nie
mielibysmy do czynienia z superpozycja, lecz z jednoczesnym ruchem dwdéch niezaleznych

czastek.
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