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1 Wprowadzenie

Tematem mojego krétkiego seminarium jest ukazanie réznic pomiedzy, dobrze przez nas poznana,
geometrig euklidesowa a geometria symplektyczna. Jako ze w toku naszej edukacji mieliSmy tylko
podstawy algebry liniowej i matematyki bez zaawansowanego jej wspolczesnego oblicza temat ten
przedstawie w formie ogélnego opisu i zaznaczenia gtéwnych réznic niz wlasciwych podstaw geometrii.

2 Macierz jednostkowa

Jak wiemy z réwnolegle prowadzonych zaje¢ dynamiki nieliniowej do opisu réznych uktadéw fizycznych
ewoluujacych w czasie wygodne jest stosowanie tzw. przestrzeni fazowej. Krétko przypominajac jest
to sposo6b opisu uktadu gdzie kazdy wymiar przestrzenny ma swéj odpowiedni wymiar pedowy i razem
tworza pare. Tak wiec przestrzen fazowa ma zawsze liczbe wymiaréw bedacg wielokrotnosécia dwdjki
przez fakt parowania wymiaréw rzeczywistych i pedowych.

Do przestrzeni fazowej (dla jednego wymiaru przestrzennego i jednego fazowego) dochodzimy ko-
rzystajac z réwnan Hamiltona:
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Srodkowa macierz jednostkowa w powyzszym réwnaniu jest nazywana macierza symplektyczna. Zags
geometrie, w ktorej jest ona macierza jednostkowa nazywamy, a jakze, symplektyczna. Cata przestrzen
fazowa i zjawiska na niej zachodzace podlegaja wiec zasadom dzialania geometrii symplektyczne;j.
Widzimy wiec ze nie jest to abstrakcyjny wymyst szalonych matematykéw, a czysto praktyczna czesé
fizyki.

Pierwsza roznice pomiedzy geometrig euklidesowa a symplektyczna widaé juz na pierwszy rzut
oka.
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Fuklidesowa I = [0 1

] Symplektyczna J = [_01 (1]]

Mozna powiedzie¢ ze to jedyna réznica, gdyz cala reszta tak wlasciwie wynika z tej podstawowej
wlasnosci. Gdyz:
Fuklidesowa MIM =1 Symplektyczna MTJM = J

, dalej:
Euklidesowa I™' =T Symplektyczna J ' = JF = —J

. Lecz sa takze podobienstwa, gdy pomnozymy dowolne dwie macierze symplektyczne to otrzymamy
rowniez macierz symplektyczna, przez co tworzg calg grupe macierzy symplektycznych bedacych grupa
nieabelowa (nieprzemienna), analogicznie jak w geometrii Euklidesa:

S1,89 € Sp,.(R) S3=51-S9= 51 -JS3=1J
Podobnie macierz jednostkowa jest elementem jednostkowym:

1-J1=J



I tak samo macierze symplektyczne zawsze mozna odwrocicé:
(detS)> =1#0

Chcialo by sie rzec ze geometria symplektyczna jest taka sama tylko inna niz geometria euklide-
sowa.

3 lIloczyn skalarny a forma antysymetryczna

Kolejna réznica, oczywiscie wynikajaca z zupelnie odmiennej macierzy jednostkowej, jest inna postac
formy dwuliniowej. O ile w geometrii Euklidesa nasza forma dwuliniowa byt iloczyn skalarny, opisany
wzorem:
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Mozemy na zasadzie analogi stworzy¢ podobng forme dwuliniowa dla naszej geometrii symplektyczne;j:
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, inaczej, gdzie kazda para to wspolrzedna przestrzenna i pedowa:
[T,y =w=z1 Axa+ 23 Axg+ -+ Tos_1 N T2s
Obie formy sa niezmiennicze wzgledem swoich przeksztalcen (macierzy symplektycznych Sy, (R) S):
1S-z,8 -yl =27 ST ISy =2l Jy = [z,9]
Poréwnajmy wlasciwosci przemiennosci obydwu form:
Euklidesowa [Z,9] = [§,Z] Symplektyczna [Z,9]) = —[y, 7]

, 1 okazuje sie forma symplektyczna jest antysymetryczna. Implikuje to pare probleméw np. opis
ortogonalnosci:

Euklides v Ly < [z,y] =0 Symplektycznaz Ly < [z,y]=1A[y,z] = -1

, chcialby sie zapyta¢ co tu robi jedynka? Ale to nie pomyltka, ortogonalno$¢ w przestrzeni sym-
plektycznej (co jak pamietamy jest przestrzenia fazowa, pedowo-przestrzenna) jest zupelnie inaczej
definiowana, wymusza to wlaénie fakt antysymetrycznosci.

4 Ksztalt kontra objetosé

Inne pojecie ortogonalnosci jest nie jedynym zaskakujacym wnioskiem z prostej zmiany macierzy
jednostkowej. Oméwie tutaj do$é pobieznie trzy twierdzenia nie majace swoich odpowiednikéw w
innych geometriach, z ktorymi mieliémy dotychczas do czynienia.

Pierwszym waznym twierdzeniem jest twierdzenie Darboux moéwiace ze lokalnie wszystkie formy
symplektyczne sg nierozréznialne. Méwigc inaczej okazuje sie ze nie mozemy poznaé struktur w prze-
strzeni symplektycznej biorac pod uwage jej ksztalt, gdyz zawsze dla danej struktury symplektycznej
bedzie istnialo nieskonczenie wiele ksztaltéw réwnie dobrze spelniajacej wymagania. A to jest juz cos
bardzo dziwnego. Wynika z tego jeszcze inne twierdzenie stabilno$ci Moser’a, méwiace ze nie mozna
w zaden sposob stworzy¢ nowych struktur przez deformacje starych, skoro ksztalt nie ma znaczenia
wydaje sie by¢ to nawet logiczne.



Rysunek 1: Problem wielbtada symplektycznego
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Aby zobrazowaé nasze abstrakcyjne rozwazania, rozwazmy problem wielbtada. Nazwa pochodzi od
powiedzenia predzej wielblqd przejdzie prze ucho igielne niz, bogaty trafi do nieba. Dajmy sobie w naszej
4-wymiarowej przestrzeni symplektycznej kule o promieniu R oraz plaszczyzne z okraglym otworem
o wymiarze r. Aby bylo symplektyczniej zalézmy ze r < R. Czy da sie przepchaé¢ nasza kule przez
otwor w plaszczyznie? Ku naszemu zdroworozsadkowemu mys$leniu powiemy nie, lecz nie zapominajmy
o twierdzeniu Darboux oraz Moser’a. Skoro z jednej strony ksztalt naszej symplektycznej struktury
nie ma znaczenia, za$ deformacja nie tworzy nam nowych struktur, to przeciez mozemy zgnies¢ nasza
kule w dhtugi owal i przepchaé przez dziure! Powiecie ze to sg tylko geometryczne sztuczki niemozliwe
W naszym rzeczywistym Swiecie, lecz jeszcze raz wam przypomne ze w fizyce relatywistycznej jak
rozpedzimy nasza kule do predkosci bliskich predkosci $wiatta to skraca ona swoja dtugosé i tak lecac
z duza predkoscia moze wpas¢ w mniejszq dziure.

Drugim waznym twierdzeniem jest twierdzenie Liouville’a. O ile poprzednie twierdzenia opisuja
co uktadowi wolno to tym razem powiemy co uklad musi. Méwi ono ze wraz z ewolucja czasowq
struktury, zachowuje ono zawsze objetosé oraz orientacje swego obszaru poczatkowego. Mozna w takim
razie wyobrazac sobie ruch w geometrii symplektycznej jako tak wlasciwie przepltyw strumienia cieczy
niescisliwej. Ciecz owa nie ma konkretnego ksztattu, zas w jej rodku punkty nie poruszaja sie po jakis
konkretnych trajektoriach.

5 Fizyka wszyta w geometrie

Wydawaé by sie mogto ze geometria o tak dziwnych zalozeniach i tak dziwnych wnioskach jest zupetnie
czlowiekowi nie potrzebna. Ze poziom abstrakeji, nie intuicyjnosci i oderwania od obrazu naszego
Swiata, ktory nas otacza jest zbyt wielki aby do czegos owa geometria mogla sie przydac¢. Jednak jest
to catkowicie bledne stwierdzenie.

Jak powiedzieliSmy w poprzednim rozdziale przeksztatcenia symplektyczne nie zachowuja ksztattu
tylko objetosé. Zadajmy sobie wiec kwadrat, ktory bedziemy obracaé¢ wokét srodka uktadu wspotrzed-
nych. Skutek tych operacji bedzie wygladat tak jak na rysunku 2. Zachowanie co najmniej dziwne i nie
naturalne dla ludzi przyzwyczajonych do geometrii euklidesowej. Ale gdy przyjrzymy sie blizej temu
ukladowi to zauwazymy pewne uderzajace prawdopodobienstwo. Narysujmy sobie kropki na bokach
kwadratow i nazwijmy je asteroidami, za§ w érodku ustawmy stonce. Eureka! Od razu wyrywa si¢ z
ust, przeciez to jest zwykly i pospolity ruch czastek w polu grawitacyjnym!

Bez odwotywania sie do praw Newtona i Keplera tylko na podstawie wladciwosci geometrii sym-
plektycznej jesteSmy w wstanie przeprowadzaé¢ ewolucje czasowa takich uktadéw. Co wiecej naruszenie
zasad geometrii symplektycznej w prost rownalo by sie naruszeniu praw fizycznych przez uktad. Moz-
na wiec powiedzie¢ ze prawa fizyki sa jakby wszyte w wlasciwodci tej geometrii. Jakiez to zupelne
inne podejscie od geometrii euklidesowej gdzie owe wiezy praw fizycznych musieliSmy wprowadza¢ do
uktadu przez rézne wzory wyznaczajace granice. Wynika z tego wazny wniosek, mianowicie wydaje
sie ze geometria symplektyczna jest bardziej naturalnym jezykiem fizyki od euklidesowej geometrii. I



Rysunek 2: Przeksztalcenia symplektyczne kwadratu wokot srodka uktadu wspédtrzednych.
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co gorsza dla $wiata geometria Euklidesa jest bardziej abstrakcyjna.
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